ITRE AHHAR 三 一 
hers 


N 了 一 ca! 


JI 


LS FEE A AEn ee pa 


{L 
pi 
科 


Pe SR CE 3b bat 4 


mr -一 一 一 一 rt-- 一 


eee - -har 


观测 度 及 其 极限 定理 
Hime F 


BRATT iT oe BE OS t AR Ot e 
HE REL: BAS BET Co BR HE HE 
Ep Wie 中 市 印 mw F 


其 本 850X1168 SEM 1/32 EE (1 Haat 5 字数 266.000 
1995 7612 #1 1993F 12 HA Rea 
Ale 1--6o0 Ht 


ISEN 7—5345—2060—6 
Oe 11i 定价 :19. 00 元 


责任 编辑 Wa 
扒 社 稳 蔚 如 有 了 印 装 十 景 问题 ,可 随时 向 承印 三 调换 


致 读 者 


PRE RMRAEHARREA PSA WHAENE 
ARERR SHER, SE eA Bae a oy tt eed 
HES PRACT R RHE PH KP RHR AH. aE 
TRROHSE ST RAE Eee. 

HREETHEM A a a eS 
FRAME SHS PT PPS PR eee eA 
EHHH PPR R He eRe Ae 
oP HS eS a a A Be BE EO oe ea EC 
SHERRY MRS 1988 ERASER LRP ARS EMRE. 
ELGAR PEDAL TAS FRR MEARE 
PHRASE HAD ARH LGR. HAH PRERE, 
SHR RRP TRA SRR RAH SR. 1990 年 正式 建立 
TEKA EHHA" PER ARREARS 
Se FM Hae te ee 

At PLP eeHe PP RRS ey ei se 
技 厦 作 在 江苏 省 及 时 出 版 划 造 寿 件 ,以 通过 出 慑 工作 这 一 “中 和 办 ， 
RGPRPHRABSHRAR AEP AREA. PRA RES St 
ZRRERLBH PHRF HRTHARA SRAM 
EHH REL HRS, 

春 立 出 版 基 生 是 社会 主 站 出 版 工作 在 改革 中 出 现 的 新 生 事 
物 , 期 特 和 将 到 各 坟 面 的 热情 接 振 , 棍 实 践 中 寺 断 总 时 烃 验 ,使 它 透 
步 壮 去 和 完善 ,更 希望 通过 事 种 途径 扩大 这 一 站 鲁 , 以 支持 更 事 休 
FRR EAM. 
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随机 过 程 极 限定 理 的 研究 是 近代 概率 论 的 一 个 重要 分 支 . 自 
1956 年 Yu. V. Prokhorov 和 A. V. Skorokhod 发 表 了 他 们 的 著名 
论文 L323j 和 和 [33 后 , 随 视 过 程 极 了 最 室 理 的 研究 得 到 了 飞速 发 展 .20 
世纪 70 EK BE BO 年代: 半 邯 理论 和 随机 分 析 的 兴起 :给 这 一 理论 
注入 了 蒜 新 的 内 容 和 研究 方法 :这 一 时 期 的 成 果 已 总 结 在 由 了 丁 
Jacod #1 A. N. Shiryeay @ 4 4 ¢Limit Theorems for Stochastic 
Processes }(1987)— #4 中 . 

1986 年 ,J.B. Walsh Æ 4f A Bi UL te OR OTE RT OH 
EHESS. HOT T ARE wy EA fe LR 1990 年 ,N. El 
Karoui 和 5, Méleard 发 表 了 关于 对 测度 的 第 二 篇 论文 ,他 们 主要 
研究 正 交 邯 测 度 的 表现 定理 和 拷问 题 .1991 Æ, D. H. Thang 引入 
了 向 量 值 随机 测度 序列 矣 和 收 但 的 概念 ,并 对 对 称 独 立 散 射 的 问 量 
信和 随机 测度 的 极限 定理 进行 了 研究 . EA A B EM o 
有 向 量 值 随机 测度 的 性 质 , 如 何 定 义 和 研 究 著 测度 的 极限 定理 震 
自然 要 提出 的 问题 ,本 书 的 讨论 将 围绕 这 一 问题 展开 . 本 书 作者 在 
导师 何 声 武 教授 的 指导 下 ,定义 了 拷 测 度 的 极限 ,并 对 拷 测 度 的 性 
质 及 其 极限 定理 进行 了 深入 ,系统 地 研究 ,本 书 就 是 在 作者 博士 学 
位 论文 的 基础 上 进一步 整理 而 成 的 . 全书 比较 系统 地 介绍 了 团 测 
度 及 其 极 跟 定理 的 国内 外 最 新 研究 成 果 , 希 望 能 有 助 于 更 多 的 概 
府 论 工作 者 开展 对 随机 这 程 极 限定 理 这 一 有 意义 课题 的 研究 和 总 
用 ,以 促进 这 一 理论 的 进一步 发 展 . 

阅读 本 书 需 要 具备 以 下 基础 知识 :S. W. He,J. G. Wang 和 J. 
A. Yan[131€1992) 以 及 M. Métivier(25 ](1982) & -& # FA XF 

i 


oh HE ob Ao BA Lh AT BY AY A J. Jacod 和 A. N. Shiryeav[18 ](1987) 
HP ey 3c “EB OY aR OR oe BE AE AR S01 Hilbert 空间 上 线性 算 子 的 基 
本 知识 . 

本 书 按照 所 泪 及 随机 过 程 的 不 同 美 型 , 共 分 为 五 个 部 分 。 第 一 
部 分 绪论 ,集中 氢 述 本 书 中 要 用 到 的 预备 知识 .第 二 部 分 介绍 
Hilbert 空间 值 半 对 的 极限 定理 这 方面 的 成 果 , 即 取 值 于 Hilbert 
室 间 的 右 连 堪 极 函数 空间 上 关于 Skorokhod 拓扑 为 相对 紧 子 集 
的 结构 定理 一 一 这 是 研究 Hilbert SAME R IRE we 
A,A 3% AR Hilbert 3 fa] 1E -F BR y] AY ABO AO HF OR OY ROI 
定理 .第 三 部 分 随机 测度 的 极限 定理 ,主要 研究 整 信 随机 测度 的 极 
限定 理 . 第 四 部 分 介绍 实 信和 闭 测 度 的 性 质 及 其 极限 定理 ,最 后 研究 
Hilbert 空间 值 扶 测度 的 基本 性 质 和 极限 定理 ,把 Hilbert = fj t 
蔷 的 性 质 及 实 值 扶 测 度 的 理论 据 广 到 Hilbert 空间 值 软 测度 上 ， 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ,作者 始终 得 到 导师 何 声 武 教授 的 大 力 
支持 和 热情 鼓励 .没有 他 的 指导 、 关心 和 帮助 ,作者 基 不 可 能 顺利 
ih SR Ek g RL. Ta ee RE OE 
的 心血, 其 中 的 感激 之 情 无 法 用 语 育 来 表达 . 同时 ,作者 深切 感谢 
ERDAS CHRD EEE SAAR RAT 
巨大 的 精神 上 的 宽慰 和 奋发 拼 精 的 动力 , 作者 还 要 感谢 汪 嘉 由 教 
授 , 他 审阅 并 指出 了 作者 博士 学 位 论文 中 的 错误 . 同时 ,作者 还 想 
把 一 片 感激 之 情 献 给 妻子 彬 硕士 ,作为 伴侣 .同事 和 间 行 ,她 对 
de oy fe EGE TRA BH. OE LR 
持家 务 , 单 薄 的 肩头 挑 起 了 工作 和 生活 两 副 重 担 . RA I E 
鼓励 和 促进 ,作者 是 无 法 安心 完成 学 业 和 写成 此 节 的 ， 

作者 能 有 勇气 整理 .完成 此 书 , 与 徐州 师范 学 院 副 院 长 周明 介 
教授 的 热 怖 鼓励 ,支持 和 才 助 是 分 不 开 的 ,南京 大 学 钟 瑚 绵 副 教 
授 、 南 京 航空 航天 大 学 王 月 珍 副 教授 对 完 卡 此 书 及 出 版 工作 给 巴 
了 极 大 的 帮助 ,在 此 作 者 向 他 们 表示 最 真诚 的 谢意 ,多 年 来 ,徐州 
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渍 范 学 尝 和 数学 系 的 领导 和 老师 们 ,对 作者 及 家 庭 给 也 了 很 多 的 
关心 和 和 玫 助 ,许多 朋友 给 了 热情 的 帮助 和 支持 ,在 此 一 并 向 他 们 表 

由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 音 定 会 有 错误 和 不 当 之 处 ,， 敬 请 读者 
批评 指正 . 
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1.1.1. 定义 EUF, F P) BRE Se. 


(ES ERA a a. > 


1.1 随机 测度 
= 
Bp eS gyELF 


il, 


POE A ce PP ey EE GH. LE Hilbert 空间 上 线性 算 子 的 基本 知 


1A. 本 章 主 要 取材 于 [13.,16.25,40,42]. 


op 


HEA yey ae e- ee ED ERA (CS )- Be oe a 


BY Ff o- at» Bee 和 


Joo AY BG o- BO 


Mim è ë ë Fii 


iima 


为 号 EHTA itf. 


(Fe i CE) 是 Lusin 23 fa], BUS FB R E BIY Borel TERRE 
AY Borel e- BY. GIO CE.S) nf PAE — EB] CR. ORD 或 者 
n- SE be ERN Ja] CR. CR"). 


1.2 BB WHO 上 的 可 选 ( 可 料 ) 过 程 , Ce 是 可 

CED A.T EAE E 
Wea, T apio dere Ce) EC Fy L rn. (l. 33 

让 AH 当 We toc) = fg wt) E OCF yg 
E é BJ, BAC. 1) 成 立 . 利用 单调 类 定理 容易 证 明 对 任意 的 可 选 
CEED HI W, d. 10 eee v. TEE. 

1:13 EN BRPEQK ARO XE LW VAR 
n RRA E hE gL E oR 

《IT 对 仔 意 的 四 和 只 ,pe O EARO XE ko- AIMEE: 

C1) 对 任意 的 BE BRIX ey O BBO.) LAr. x. 


对 任意 的 BE€ FM 
MAB) = Ef], we Cw) ps dt dx) |, 


i) M, 是 (有,. 劳 ) 上 的 测度 , 称 之 为 由 生成 的 测度 . 如 果 M, 有 


PRED MG) < oo, MIPE «REPT PAY. OM, PRES 或 史上 是 
a- 有 限 测 度 , 则 称 关 是 可 选 汪 相 积 或 可 料 o- 可 积 . 

显 热 , 随 机 测度 的 概念 是 增 过 程 和 概念 的 推 . 设 A 是 增 这 杜 ， 
HE = {zxo) HARB. = E R 

alw, dt de) = dA te’ (dx) 
是 一 个 随机 测度 ,并且 

u(l0,t] xX E) = A,. 
应 该 强调 的 是 对 一 般 的 随机 测度 £; SAE OBC SS, 
CO] x D> H REA o. 


WEW e. +, M] 


viw, Ê) = [Wes rp, de dx, BE BR YKE 


(1.2) 
仍 为 随机 测度 . AE. 2 被 记 为 0 = We = W 


MW e ie 

f o Wide < oe, D， 
WE W. a = (W. h HW 

W. 一 | Wag, : 0, 


-| 下 so xE 
T W. a SAREE. 
PEALII EE y Pe AE TAA PEED URE E E W. e 在 
FER AG CAR RE W W., « Ea Op 计 程 . 
EZR. RE eS 0.1. oo, A xe GCP AY E 
要 条 件 是 对 任意 的 名 EE Sole a = CueCLO,t] K Beso Æ TE CAT 
ED. 和 容易 排 得 干 面 的 结论 . 
1.1.4 引 理 Be ye CHRD 随机 油 度 , JAE tA BY it 
CEEP FE, IU o = Wee 是 可 选 ( 可 料 ) SABLA. 
1.1.5 定理 设 #A 和 "是 两 个 可 选 4( 可 料 )?c- 可 积 的 可 选 4《 可 
ED 随机 测度 , WRZ CS) 上 M, 和 MM 相同 ; 则 一 v, 即 上 和 w 
Plfw: 避 BE BOR.) X 8 使 得 tw,B) Æ vw, BY) = 0. 
证 明 RA, € 6 CS) At GEE 
MCA.) = MCA) Lo, Yu 1. 
令 oo AA N- R, E oD = SE pr SLD eS ES 
U = (fa fod. f, V = Ua ip). v, 
W UOA V By A apC Ep Py S Pl Be. PAT aT EE fa By et 
CAS HE A RHA 


ef |, Haul- Ma toH] = M,Ux lp) 


_ El, HAV, |, 


Abn AV ACR al). 所 以 


P| (of Tade -| Jadev r >0,V DE DD} 
= ], 
Be ay Pa HEAS HE E EJI 


Pi CAP Iedp = | Trdv,¥ Ê € BR, X al =]. 


(1.3) 
在 41. 3) HS n — 0c, BUFR y = v HERB. 


11.6 定理 im E, ZO LMR. FAB 


2 CB) 上 是 g- 有 限 , 则 存在 一 可 选 ( 可 料 ) 随机 测度 e HE m = 
M, 的 充 要 条 件 是 : 
《TI 对 每 个 不 是 道 具 入 COXR,, mN XxX E) =O; 


CL) 对 任意 使 得 mr 有) < co RAC OCF) 及 任意 有 界 可 

测 过 程 xX, 
1 

其 中 "和 和 2? 分 别 表 示 壮 的 可 选 和 下 料 投 影 . 在 这 种 情况 下 ,本 选 
CAEP 随机 测度 是 唯一 确定 的 ， 

证 明 我们 只 讨论 可 料 情 形 . 

必要 性 (LI 是 显然 的 , 即 对 任意 的 不 足 道 信和 nd 
x FE) = OE BEY = in. e BORE ADE ee A a 
过 程 ,我 们 有 


mX = M,CXIa) = ef, XdY, |= elf, XAY, | 


= Ma = mr Ay. 

充分 性 =O Cm FE A a EY o 可 分 解 为 

mCde,di.dx) = næ, drymtdw,di,E), C1. 4) 
HO ME REM B E Enlt, B) 是 m(do.dt,B) EF 上 关上 十 
m(dw,dz:,F£) HJ Radon-Nikodym 导数 ,并 月 世 是 一 个 可 类 过 程 : 对 
EBA Cw.) et, OS FARM. 

因为 oe AOR LA eB Ri SRF CT ROR 0.0) E 
AY Ge pay RE 

QF) = mF x [04] XE) FE 
是 有 限 的 ,并 且 关 于 天 绝对 连续 . 岗 此 存在 唯一 的 可 积 增 过 程 
A= (AD co， TH PRM HE RAE AF) EX, 

mX) = e| f, xaa]; (1.59) 
ETEO O Mom BR. Mii 和 4 基 可 料 增 过 程 . 令 

p(w, dé,dx) = n(w,t,dxrjdA,(w), 
容易 验证 «HS A a BL E. 
对 任意 的 BE AMER AAT Mote XB. 4) A. SDR 
有 

mX = m Xip) 


一 | PX {mntw rt Bm{tdoe drt,E) 
xR 


| 


El}, tX Kwn (wt, BAA, Cw) | 

— e| |, X,(w)n (wt, BAA, Cw) | 
+ 

= EI, Xie) when dt dx) |= MCX). 
4 


从 而 由 测度 扩张 的 唯一 性 ,我们 知道 在 窑 Em = M,. 
iS m 在 上 e AR, WF CES 的 两 两 孔 不 相交 序列 


u 


(Aji ARO = U AL a mA) < con 之 1. 应 用 前 面 已 证 的 
结论 到 有 限 测 度 mW 7 上 ,存在 可 料 可 积 的 随机 测度 上 ,使 得 
mWIz) = M, (WO, Y WE Ft. 


u= X Tip 
容易 证 明 e En EHA RE OLIE, H H m = M. 证 毕 . 

1.1.7 ÆN ” 设 上 是 一 随机 测度 ,如果 寿 和 在 一 可 料 随 机 测 
E o ME 

CI) v ÆA o- 有 本 积 ， 

CIE RES E.M, = Ma, 
PR e TEE P E HETES, HER OA e RDE RHAH. 由 定理 
1.1. 6 Ai — AREALI Soe. ORE ORES Re ee TTE » M E H E 
BREH — S, We id e H TERRE A e. 

1.1.8 定理 MOLAR + ESTER eRe 
pe TY RE a- AY AR, 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 干 面 只 要 证 明 充 分 性 . 

对 性 一 非 负 有 界 可 测 广 程 区 及 非 负 有 界 A- o MRAR AS 

m(Xh) = M, CXR), 
因为 M, 在 芝 上 o- 有 限 , 所 以 我 们 把 oe ME BK aS 上 的 测 
度 , 显然 ,限制 在 :党 上 = M,. 容易 验证 天 满足 定理 1.1.6 中 的 条 
件 . 因此 在 在 一 可 料 随 机 测度 v, 使 得 x = Me. Bd v Ze BPA} e- 可 
AM FFA = e. HEE. 

1.1.9 定理 ”假设 随机 测度 & 存在 可 料 对 偶 投 影 , 取 W 
E F+, (pos W. p En E o- 可 积 随 机 测度 , 则 v 存 在 可 料 对 候 
投影 

uw OF, ope, 


HPU = MCW | &). 

证 明 ABRAM EP Eo- 有 限 测度 ,这 表明 在 4. 下 ,三 
AFŽ E o- TRR. EEU = MW i D BARGI. RO La 
料 过 程 RIE MOH D = MWH |) < o, M 

MAH) = M, (W H>) = M UM, WH | 20) = M [UH] 

= Me (WH) = My.» CH). 
HE we? = U. at, EHE, 

1.1.10 推论 。” 设 随 机 测度 e 存在 可 料 对 倡 投影 eW 

E F X = W. a RRM SSH. X SET 


投影 X =U. e EU = MW | D). 
1.1.11 EM 如 果 
C1) a BR (0.1,2.--, + oo}， 
CIO HERH: D> oodo X EDS 1 
CHEO) p ERARI, FHA Ae o- 可 积 ， 
则 随机 测度 yg 称 为 是 整 值 随 机 测度 . 
11.12 定理 ”是 整 值 随机 测度 的 充 要 条 件 古 
ptdt,dx) = >) dq,9)(dt,da)In(s), (1.6) 


其 中 局 BMRA, MEERA T. D= U LT. 1A 
-一 (Aa 是 可 选 过 程 . 

证 明 ”充分 性 ”只 要 验证 x 晨 可 选 的 ,并 有 是 可 选 o- 可 积 . 
BT D> 是 图 互 不 相交 的 停 时 列 ,使 得 DP 一 T, 1,WES 


E W. e ATX, M 
W, g = SWT apr Hir we: 


由 引 理 1.1.2 知 W.p EHR Bue Wk. BH. OA, 


r 


= (Ü IT: I UD)XE, WA, € Z,A4 ÑH 

M,CA,) <n, wo ] 
因此 & 是 可 选 o- FY AL. 

必要 人 性 iCD = {fwa X E> = 1), 则 记 剧 稀疏 集 . 
REE SA € Ø, A+ D, EIn Se 1, M,C < oo, 
B® = Iz. u EAE TERE AA D — ULB #0). BD 


=U ET, DERT} 是 图 互 不 相交 的 停 时 列 

因为 是 由 可 列 集 张 成 的 ,并 且 EE 中 的 每 个 单 点 集 是 可 测 的 ， 
PRES in T Ca) < =3, 则 存在 一 个 实数 Br cw) Ce} 使 得 

Fw EEn Cw s Pr cw Cb) = 1, n=l. 
令 

B= >)8rlary- 

WYO]. 6) Wor. 最 后 我 们 证 明 2 cE Be. AERA BE S.A 
‘(Br © BLT, << oc} = (HUT) XxX B) = 1,7, <9}, 
HOUT, Tr 是 可 选 增 过 程 frr re A ERA T. A BEM ,» 

并 县 Br Fr ee E F r 所 以 有 是 可 选 的 .和 证 毕 ， 


1.2 Pritts 


1.2.1 EM ENIE X 称 为 是 跳 过 程 ,如 果 它 的 样本 轨 
EE AEA RH ee SF EEE ARR LA a aR Set 
BiG BI X BTA A: 

X =X + SE ler me (2.1) 


n=] 
HPT, t o; (D) REP ne, T, A oTa < 一人) 
& 


(3) HRT nS 1.8, HOST, 一 oo. HR HR Re TE 
X 的 第 个 跳 时 

T, = iof > Ten X A Xr al, 
E = AXr lir ce fe X HI n PP BER. 

wk. iTA BER X GV FEE RPT T, 是 停 时 , 且 
EF. 

定义 

FON) 一 可 [大 一， 
TU PRC PCA on AX P AJR c- 域 流 . 

Rice X FERTILE OF Die AX A GPR a- RCFE OX i KH 
于 概率 测度 P 的 完备 化 ; 则 我 们 有 下 述 定理 成 立 ， 

1.2.2 FH (1) BARLEY = (YD ALF eo 可 选 的 
DEF EEH n 1 ERY E BLK Fr 使 
得 


Y 一 WYO Ley, at. 


(2> 随机 过 程 Y = CY: Jo W CF ieo 可 ELAS Fu Ee EE AT EE 
BAI n > 1, 存 在 随机 过 程 Y" E Bx Fr ,使 得 


Y = Yaleo + DYOL, Tns Ye 和 F (2.3) 


一 】 


证 明 由 随机 过 程 的 一 般 理 论 ， 充分 性 旦 显然 的 . 只 要 证 明 

C) 由 单调 尖 定 理 ,只 要 对 了 = Pare 验证 (2.21) Re. 其 中 
T A — tatt. i R, E Fr, A ATP 

TaT, => R, =T, R, > T, => T =T (2.4) 
S Y, = Lren M YO = (YP) a E BX Fr ;并且 在 集合 
Taa SAT) ET & t 等 价 村 及, 7. Bl 

YIr ra 一 Yorer ra 


C2. 2) 


由 地 即 得 (2. 2) 成 立 . 

C2) 也 由 曲调 类 定理 ,只 要 对 Y 了 一 Joey 验证 (2.3) 成 站 ,其 
中 了 为 - 停 时 . 对 于 满足 (2.4) OR SY = Fear p WY 
CB XSF, , HET, SILT) ET >t Baer R Saw 
ChAT rh TET, YA R, ST, >t, T <a R, =T 
sei; RY R, = t M] R, > T, AGT T, t, R, CT, RET 
= R, => t. 因此 

Ylin oer, 1 = YW] DT, | 
EH IE BU 4G C2. 3) 成 立 . HERB. 

He SBE RE XA BE BE By Ae aR A 


Nedt,dx) = > Br ,ey dt dr) Ty < 


显然 
A = X, + 7. A 
1.2.3 定理 SER >l EA 
G,(dt,dz) = PCT... € di E dz Fr }) 
Pi 
H de) = G, (de, RY = PUT, E dt) ry), 


,了 了， 


则 
udtydz) = SO Frey Ete (2.5) 
是 e HY ADB TAR ee. 


证 明 首先 我 们 证 明 (2.5) 是 有 意义 的 , BREE, S Si, 
= inf{t:H,([t,oo)) = 0}, W Sin, € Fr s H, CSa = 0, 
对 上 < Sa Hace D > 0; 并 且 
PlfT > Saa D = ELPCT,,, > Sa F 7) | 
= ELH,C S131) |] = 0, 
FA Ta Sai rae s Bete Tap. s. 时 ,或 者 有 “< 人 此 时 
id 


H (tee D > 0, MPA 6 = 3S,.1. 在 后 一 种 情况 下 ,如果 
Soc 一 0D: 即 五 (一 Do 风 GetsS dx) = 6. 所 
以 5 的 定义 有 意义 . 

EHE o 为 可 料 随 机 测度 , i Y = SOY Tae ni 了 "mE 


BX Fr BE BR) ,NH = Yh E FX BR). BH 


[| Hls,riutds ,dr) = | Yas,B) 
Cat ü 


| 


Eii Cr, Cds,i) 


一 Sf G, ids, EB) 
> | inp Fa OS 822 Fn 
r= 1 ike Bs. | 


> Ss £ Cs, Cds, E9) 
一 一 一 4 i Crd 上 一 一 te - lee . 一 
7 f=] | > 上 HC[s; placer [ly ser 


"an ff = a 
tare Cds,B) 
E >; l Dir ? 再 [ET 人 rr Pon- | 
一 1 n=l 下 4 


k x 
F a Gn ids, E) 3 _ 
而 he ) Fs op T ] ce A x 二 由 定理 1. 2 J 


知 | | Hec ywdsida) 为 可 料 过 程 . 利用 单调 类 定理 即 得 对 任意 


的 百世 PX BR | [ Hx detds de) 可 料 , 故 5 为 可 料 测度 . 
最 后 证 明 * 是 产 的 可 料 对 偶 投 影 . 利用 单调 类 和 定理 ,我 们 具 村 
证 明 对 任意 的 BOC ACRO, vO, x BDA NP = #((0.t}] x BD 
Ay APPL RE. 显然 N <n AEDLCNP ie 为 局 部 可 积 的 增 过 
程 . oy A GEBAIER T Anl, 
Eet(o.T, AT] x B = Euli, T, AT] Xx B), 
但 是 ， 


PKEL0:T。 A T] X B) 一 DT janet) ATIX B), 
k=} 


if 


CLOT, AT] X BY = Dig 
k-1 
TE eG DASE WE RA STE AY n Se, 
E( fir ered, 1.0, AT] Xx B)) 
= E(f servtiT, rd, A T] X 8), 
iF R, & Fr 使 得 工 A T, = R,, A Ta MI) 
AT G 
VOT aT. AT) XB = | eR 
加 人 G, (dt, EY 
ve 五 fc | 


E( Tir, <r eT, T, A TX BY) 


= E [e yank] |" HCt,00 |} [Fr | 


=> tAR, Cr, d i 
_ E {Ler enf H,(de)| _GnCds,B) 
四 Pod T- 
i 


a, (te 1? 


8s: p 
E 


| 


. G,(ds,B) 
H. sD 


7 Els en) Zen B> Loer LA, CCR, 02)) 


r H,(fs,o0) 
+ Hs R.J) 


一 E (Ler, enj Ipar yout ds, EY } , 


上 酒 最 后 第 二 个 等 导 是 由 交换 积分 得 到 的 . 另 一 方面 ， 


Ef Tr, en]a- Ta A T] X BY) 
= Elli ene? ist, AR, |X By} 
Ef, erfier anes } 

— Elin <rEl dik ST eB} |F r | | } 


iz 


| 


oant] T Ta A T] X B). 


(2. 63 


Fr en) Hao | Lir encer 十 Tir zougo] 
#—1 n—] 


C2. 73 


a | 
= ElL, erf. fig nabra Cds, BB) i (2.8) 


+-- | 


LOBE C2. 7) 和 (2.8) 即 得 42.62 成 立 . 证 毕 . 

12.4 定理 WE X A Markov it FEI AH R FE 
Tao Xr eno ABAR, X R 为 状态 室 间 的 时 齐 Markov $E., H EA 
转移 概率 测度 Qts,rididy) WE T R: 

CIO XOZ svelte, 

Ots,r;dt,dy)} = Qis, e; la |] x RIQCu.xr;di,dy); 
(2.99) 

CH) Rfs co,Qs,7; 0s] X R) = QO; 

CUO RTs en, 

Q(s,xs{oo}.,dy) = O€s,2; 00} Xx Rje tdy); 2.10) 

CNO fs = o,s r R x lap) = 0; 

CV) QCGCa,rididy) = en drie dy), 

其 中 R. = R, U {+ œ}. 

证 明 VE X A Markov 过程,P"” 为 其 转移 概 举 测 
Ee A © ot X, tf 5}, 

P(A|#,) = PPLA), a.S. 

对 性 意 的 0 所 5 之 oo, EA r, 二 inf{t > KA, ~ XM 

Qrde dyd = P(r E dt, X. E dr), 

RB RA Ss. h BEG ER EER A A A E e RG T BE RR RO Q 
满足 CI) CE) ACN). 补充 定义 

Choo ,x;di,dy) = £s (dae, ddy), 

则 CY》 也 得 到 满足 . 往 证 明 C 1) 成 立 , A EAA SR) RP 
+h, ou) X SL AESEAY Feller WE. AT X Aah Markov HE. 4 OSs 
Z u LE oo AFAR r E de Wr. > won = To Xu = 六 .因此 

Qts.c;di,dy) = PT, E dt, X. €E dæ) 

= Ph Cr, D> ust, € dt, X. € dy) 


ig 


= Ev {iP rs E dX. E dy}) 
= Qu ridt d yR rs; Jeso] X R). 

对 停 时 了 ,应 用 强 Markov 性 ,并 注意 到 ,之 oo 时 tr = Tag 

AT, E Fy FET, << 00} 上 我 们 有 
P(T 41 E dt, Xp € dyl Fz) 

= Pt, & di ,A € dy |F rY 

= Pr, © di,X, € dy) h-r, 

= QT a, Xr ;dt,dy). 
EiT, = co} 上 可 直接 验证 

PTa E dt, Xr, €E dy] r) = QUT, Xr ;dt,dy). 
ART Xe ASP Markov , BA Q(s,2;dt,dy> 为 转移 
概率 测度 . 

Eo Hosso, RSX 

qis r,t) = Qs Ti o] X R), 
则 由 <2.9) A Ks u A o F, 

GES, ZE) = GS Ty E); (2, 11? 

ts, idtdy) = g(s.x,2)QCe,x;dt,dy). (2.12) 
记名 ”zidt dy 为 Q(s,r:d¢,dy) 的 二 步 转移 概率 测度 . 对 于 
O0<s<t<moxEeRRACSC BR EY 

P's, ct, A) = gts r dE CAY, 

P’(s,x,t,A4) = {| gles DRP Cs ,rdu dy). 


Jar | A 


WW RAE ee BY & Se o LAY Fubini ERNA 


peru (s,2,?,A) = in giu sv ot QO CPE FT: f7: sdy) 


Jr] 4 
一 { gli, yÉ) | Q(s,rsdz¢,dzjQ" (r,2;du,dy) 
jet a leu] Xe 


i¢ 


一 | | | dy QV, ridu dy) |QGzidrydz) 


Jant] ri 


一 | PË Erz, AQL dride). (2.13) 
yaad |R 

下 面 我 们 证 明 

P(X, E AX E)7T,.¢] PA A PRR (OD ce 

一 PLT Xe sb ADL rr. (2.14) 


对 站 用 归纳 法 证 明 . 点 一 0 时 ,对 一 切 半 之 间 
PIX, € AX FET, ] PRA BR Fr Hir eo 
= P(X, € Ast < Tras | Fo Myr cn | 
= fix, ca) PO < Tari | Fp TT e 
= Fix, ead TeX fb ren 
一 POT Mz sts Air ca. 
(Ri C2. 14> tk B— n SO Ba He an SO, C2. 13) 得 
P(X, E AX fEIT,,t] PHA + 1 PRR | op VM ens 
= P(X € AX EJT. t PAR PRR. 
Trat LE r Dhar ces 
= Ellin a PE Te Xa p bD LF r, ir es 


-一 | T=! Cu yE AQT, Xr sda dy dir es 
Jr IA 


= PEeMDCT, Xr sts Ar cu. 
再 证 明 当 0 s&s S t RT, 
P(X, E€ A,X fe ls.) PA k PRR |F.) 
一 P™(s,X,,¢,A), | (2.15) 
对 万 也 利用 归纳 法 证 明 . 当 太 = 一 0 时 ,由 (2.11) RNA 
P(X, € A,X Æj] PREA BER | FD 


oe P(X. EC AN fe ls.t] PRA A Tr > s| 7) 
g > PCT 74+ => s| Fr) 


可- 一 总 


is 


一 


tdi Fett! 
r EA, Ta > th F 4) 
-57e TX eT 
_ Fix, eag Pas Xy, ot) 
= >) gr Xp sy PE? 


ael’ 
a of 


= DF xe eas AT Or eect i 


“mtl 


一 SIP, Xr, sf s AJET gT Tapit PIP Es, X,’ A). 


a= } 


Wis (2.15) XF k SE, M H c2 12 和 (502.137 我 们 有 
PIX, E A,X Æ lst] PHA +1 PRR #9) 


= YPZ, E AX Ehl A e+ 1 PRR 
Taa Dsl. EPEL |, = 3 Er } * Lop eer, +1’ 
S PO E ALK IT tI RA k MBEBE Tani 817) 


< 一 QT 3X7 58) 
* der er a! 
= ECP? (Ts Xr HAVE er ,ee | | 
na i _ =O fier eT 
2 QT, Xr, +5) nae 
O pa ay Sb, sd sy) | o 
= >, fis Vo q(T,» Rr 55) {TD Sey yl 


=} wR 


= 


一 ` {j Pu yE AIQG Xp sdu dy r cect) 


a=O re iw 


= >) Pe "Os Xp ste AD yg cer. == PET Cs Myf y AD. 


n= 
H c2. 15) BIE 
POX, € AFD 


= DDP, E AX FE Ist) POR RPE LD 


ié 


= X PPCG, X nt, A). 


t=] 


这 表明 A Markov 过 程 ,其 转移 概率 测度 为 
Pis, r,t, A) = SIPO, Xt, A). 


k= 

RE RB. 

1.2.5 推论 Bhif X ARG Markov 过 程 的 元 要 条 件 
是 : CE Xr Jno ARR, x RAGA AS 2 A Markov 链 , 且 其 转移 
概率 测度 名 ks:zidtdy)y 具有 形式 :对 0 和 所 3 <i co, 
glare Beer F end N Credy) ger) => 0 
En (dede (dy), gir) =Ü, 

(2.16) 


GCs 3 0 ;dz sdy) = | 


Gitco, r3di,dy) = «..(doeddy), 
Hp gtz) 2 OW R ERG PRR. H go > 0 时 ,NN dy) AR 
到 RFE SH ME. H NC ih) = 0. 
证 明 ”必要 性 出 时 齐 性 
名 (253 = Pr, € dt, € dy) 
= Pts T, € di, Xr € dy). 
B 一 方面 ,对 时 齐 Markov 过 程 ,我 们 有 有 
PHT, ts) = EP OT tet ss | Obes | 
= Ho Pe Cr, > t+ Dlr, >n 
= P'er, > DECT, > s). 
ATTE R EHIE MRR go > 0. 
PT D’ D s= e H, be Oo. 
TR, gla) = 二 0 时 ,Qtsrrydidy) = Ew Cde (dy). H gr) > 0 
时 ， 
P(T, D> Xr, E dy) = EUP Xk, € dyl Ola sa 5 
= EUDP X, E dyer n J 


if 


= P (Xr E dy POUT, > 2) 
= e MN rdy), 
HP Na dy) = P (Xr, € dy). PAR N(x, {r} 二 0, 即 (2.16) 
成 立 . 
充分 性 02.16) AP MAB QOG,a2;sdi,dy) BAB Eee 
1.2.4 PRR. BW xX 是 Markov 过 程 . 同时 可 以 直接 验证 定理 
1.2. 4 Pape Ye EAL Pis.x,t,A) Aik Ce — 5), tk X AY 
or. HEHE. 
1.2.6 定理 WRH X 4 Markov 过 程 的 充 要 条 件 是 其 
Bok ut BE Ay a EEEE old de) 具有 如 下 形式 ， 
u€dt,dz) = NG, xX, A + dxjACX,_,dt}, (2.17) 
EP:CDONG.a:dy~) A Rix R— R HR BRA. H NG, T; 
(rp = 0; (D Alr do AR R 的 c- 有 限 转 移 测 度 ACS 
LAGER R aya ees.) 和 {gtx)1 o EIRE r 


E RRS ULO gD] HEP E agla), 
Atzx. aE El) < oc, 

证 明 留 给 读者 作为 练习 (参见 L131]). 

利用 推论 1.2.5 和 定理 1. 2.6, 我 们 有 如 下 结论 . 

1.2.7 推论 Bkit X AF Markov 这 程 的 充 雪 条 件 是 
其 跳 测 度 的 可 料 对 倡 投影" 具有 下 列 形式 : 

u(dt,dz) = NCX, ,X, + dag (X, di, (2,18) 
其 中 8fzy SOAR LYM BRM N dy 为 下 一 朋 上 的 转移 概 
M RE IN Cay icp} = 0. 


IE 


1.3 Hilbert 空间 的 张 量 积 和 算 子 


— KE 

设 百 是 一 宝 值 Hilbert SAR. ABA z- y 如 果 考 志和 多 个 
Hilbert 2 fal, FE WIL Ce vy AO rey. 

RIItHOHHAA ASH KBR Oy Breve H 的 张 量 
积 , 如 果 x = y Kid «e@x = x. 

zy ier EW HARTI GUZ = Dir, Oy HHH 
中 联系 这 个 族 的 元 素 ,类似 地 我 们 考虑 Z 一 Da’, Bye 

(Z, Z’ = >, Dr) t Oey ps (3.1) 
MFR TRE HOH be MP A. 

HH HH QOH ERT ARAM RSE. 
A CH 中 相应 的 范 数 称 为 Hilbert-Schmidt 范 数 , 记 为 由， ile. % 
于 (C3.1) BSE MA AO OO, 是 -- 可 分 的 Hilbert 空间 . 如 果 


Chen, Æ H PE EKA, O Dae E H LH 的 一 个 正 
交 基 . 如 果 yy E H, 
xr) = helle iy lle. 


KH X HS) HO. 的 映射 (x,y) > 2 @ y BER WATER. 
上 述 这 些 性 质 都 是 众所周知 并 容易 证 明 . 如 果 当 豆 是 过 维 空 


H,U WOH = HOH 与 4 Xa 矩阵 所 组 成 的 空间 同 构 . 确切 地 
TH, TCAD ace +: H Ae] IF 38 BES i = D Enhas Y: = Di ya 下 


ig 


四 Yi 
(X YO ÆA AX = |i Yc): 
La ya 
( 20d) aa = UXO! SHOH PER Dray emg 
立 一 一 对 应 ， ME d X d ED B ER Hilbert 范 数 
| Tr 1y bike HOH Ad x dE 
mE A 

对 每 个 Banach 2/5] B, 2] BO, BBE BOB ER jë 
数 ( 记 为 I- o 下 的 完备 化 , 它 具 有 如 下 性 质 ， 

RT REP Banach 空间 GG RPM B x BEY G AES LATER 
射 5, 存 在 唯一 关于 范 数 1 ， 上 ,连续 的 线性 映射 5:8 的 .8 一 GG 使 
得 blr, y) = blr By). 

# aH, ALG == RA BOOB BTS E) CB OBY F TA 
通常 范 数 的 连续 双 线 型 空间 ， 

对 于 Hilbert aj WEE — TM H H BW OL 内 的 连续 
线性 映射 20 PARA et IR Aer kOe KE. 换言之 ， 
SHER b E HGH, kél él. H b = AO gm RTE 

lA@Qaell, = lA@ella=— Halal ell s 

HOH ERIE RRS hOg — h. g HEH OM LE 

的 连续 线性 延 折 ， 


= Hilbert 空间 上 的 Hilbert-Schmidt $ F 


ZAR RJE RE, M d >< ed 矩阵 


对 每 个 5E FH 的 , 开 , 我 们 可 以 联系 一 个 双 线 性 型 式 (h ,8) 一 
Ch 的 .如果 对 任意 的 大 记 是 , (8, 有 加 有) > 0; 则 张 量 5 被 称 为 
EEA RIEA Ag © A, ASE) = (eGA), Ro PRY 

Zü 


EE RT BE YS - 
因此 ,万 GH 可 以 视 为 吾 xX H LE SEALER TE EPR AB Rt 


HX 片上 每 个 双 线性 型 5, 存 在 身上 连续 的 线性 算 子 与 6- 一 一 


blh, = È Ch) “iy Y hg GH. 
fb & HEH , PRAYED EE g Hilbert-Schmidt H P. || è ila 


EP 的 Hilbert-Schmidt 范 数 . MB b AR PAY. URS 是 和 白 侍 算 
$, 
iy RTS CA a SE p AE, UR AY Hilbert-Schmidt PE 


了 的 有 用 特征 :2 是 Hilbert-Schmidt 算 子 的 充 要 条 件 是 
> | & <A, fe <oc Ft | È i= 2 | SCA) iF. 

对 吾 上 人 和 任 一 自 伴 的 Hilbert-Schmidt HF 6 ,存在 互 的 一 个 正 
20 FE Ch aces 使 得 

È AY = DACA ADA, WAR, 


Hp A, 是 实数 , 称 之 为 如 的 特征 值 , 并 且 满 足 

SH = || & Fo. 
mS 是 正 的 , 则 A, 也 是 正 的 ， 

Hilbert-Schmidt 算 子 言 POW FS 定义 为 5 Deg 
he 6G). Et 仍 是 Hilbert-Schmidt BF, 并 且 并 SF" |. 
= fb te. 


如 此 我 们 记 AH, H) 为 Hilbert-Schmidt 算 子 所 组 成 的 
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Hilbert = ji], h Eiti AUH) 上 的 内 积 可 表示 为 

Cb; sba) = Tr Cb, » b," }, 

Al Fa SE SRD EMS 

(A@ gh’ eae) = (4.4) > g’, Ah CH, gad EG 
FERETE H QG. 因此 CH;G) ÆA H BG 的 所 有 
Hilbert-Schmidt 算 子 组 成 的 空间 . bE AUH ,G) 仍 由 性 质 


Si ba = |b gae 
所 确定 REP CALs 是 if 的 一 个 正 交 基 . 
=. Ak BF 


ii A’ #0 H H4 Hilbert 2 MRR RAR g > bheg 
5 H QH bys 6 M6 C SUT ,8H) 称 为 是 核算 子 . 


自 伴 的 核算 子 可 以 由 下 述 性 质 所 确定 :如 是 自 伴 核算 子 的 充 
ERRET E H — PIE READ aa ;使 得 


BA) = NAG ADA, VRE, 
其 中 尺 sea RH 的 特征 值 ,并 且 满 是 2 | 入 | < oo， 


TARI MEDE HQH 与 5 相 联 系 , 则 我 们 有 

Treb) = SA, (3.2) 
以 及 l 

| ii = 2 | 和 |， (3. 3) 


ARG. D 和 (3. 3) 表明 每 个 正 的 自 伴 算 子 5 可 以 表 为 


b= qg", qE AH,H), 
2z 


q WEAR 6 的 特征 值 的 平方 根 . 在 这 种 情况 下 , RIET 
一 k"? 

我 们 记 4...) E H EPEAT EM. 

下 面 我 们 叙述 一 些 性 岳 ; 

CO mBq E AH, H), W geg E CHM). IF 

eregli = heli 

CI) 如 里 gE AH, H), u E ÆH, H}, WM qe u 
E LH, H), FE li¢geullas lall: hel. 

CE) 如 果 g E SH,HR g E AGH, M g HER 
F g E CA, a © EHH))Y, 并 且 We" lle = 

lo cee ile li = ell. 

记 toH, H) 是 SAHO 的 正 对 称 元 素 所 组 成 的 空间 . 
ArH, H) Je H ES SIE Hilbert-Schmidt 算 子 所 组 成 的 空间 ， 
则 按照 它们 上 的 子 拓扑 ,从 ea a) Se a) 上 的 映射 

ga 
是 连续 的 . AXE, {gha ESD) 中 的 序列 ,并 且 满 足 
lim |} ga e ga ~ 9°49 thi = 0. 因为 


hao Hae gh Wallt= larai 
所 以 下 式 成 立 ， 
lim gn l= Holt 


为 此 ,我 们 只 要 证 明 在 Hilbert 空间 7H, H) E g SHUR RT q. 
由 sup |} gu le<ico MF F gaha SR, Be RR. 所 以 我 们 
ASB WEA Ei g FE (nt -1 的 任 一 极限 点 Mig 一 g. 
对 任 一 个 ES:( 瑟 , 百 ) ,由 定 交 我 们 有 
limTrl Cg — gr) tp] =O, 
Pr EA 
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limsup|Frl iga ° ga — g eg) ° | 
S limsup[L | Fran ° qa. — g) e p} + [Tren — g eg e el] 
S limsup(sup || gs {| 2 [Trga — g) © 9| 
+ iTr geg ep] 
= 0. 
A Be BA FE AHH) EES ge? te bce SU FQ’ og’. 但 在 空间 
2 OAD E, ig. gates: HET gg HATE S.C. AD ERTI 
有 gg 9 = qeg AF g 是正 的 对 称 元 ;所 以 gq' 也 是 正 的 对 称 元 ， 
EE, RITE g = 9. GRRE AE SCA) EES (gn ce WRK 
J- 


1.4 Hilbert = [E] -E $k 


-ELZET HÄ 


1.4.1 ÆN BRA, F, F ao P) 是 带 流 的 概率 空间 , 吾 是 可 
分 的 实 Hilbert 空间 . RUA H RSL MA oR MRT 
(Finn 适应 , 即 对 任意 的 1: 宇 0,M E F RGEC M lomo, 并且 

EM, |7) = M,, Ytles> 0. 

im SAX He Baye S 0, EC || M, || > <co. BRM RAE LB n 
果 sap 五 ( | M, || >< eco 好 称 为 是 平方 可 积 炽 , 设 MAR. WR 
ECF Dose 的 停 时 列 T, t oo REAR Mo = Maar Deze 是 平方 可 积 
bh DUE 并 是 局 部 平方 可 积 邯 ,17 ho 称 为 MM 的 局 部 化 停 时 列 . 

右 连 续 的 五 - (ARBRE X 称 为 半 对 ,如果 六 可 分 解 为 

X=M+Y, (4.1) 
其 中 M 是 右 连 续 的 上 8- (BR TY RV EAER H- 值 有 限 变 
差 过 程 . 在 分 解 式 (4.1) 中 ,如 果 邓 是 右 连 续 的 过- 值 局 部 可 积 鸭 ， 
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下 TFT 


V FG ESE BY J a BY] PR ee PE RX FPR AB BE. 

Woes SRT ARPT IC f Bt BR EAE ACR 

iz M R- 值 局 部 平方 可 积 靳 , 则 i M i SE TOR PB. 由 
Doob-Meyer 4} i cE HB. FP TE — BD BL AY TB ot BE. i A ADD CCAD, 
= 0), Æ Mie (M) BS ae eae. 令 

[M] = M2 + (Ms), + >* AM, | >， 
其 中 凡是 时 的 连续 款 部 分 , 则 [LA] 是 (有 ,so 适应 的 局 部 可 积 增 
it. 

1.4.2 定理 i MEH- AAPA RR, AP Str 
Ex FE FFER: 

C1) MN 一 [LM] Bea ee, 

CH) (MO ELM] A ABER TENS ; 

HH- T, RE FIRRA: 

CH) Ec |} M — M | O = E CGMOr = ECLM Jr); 

CN) E¢sup || M, — Mo ME S4ECMoy) = 4ECLM jr); 

CY) ECsup || M, — Ms | << ALEM r> + EM ho 
其 中 于 = > AM, Lar og + (2 peel = - 列 图 互 不 相交 的 可 料 时 ， 
并 且 对 任意 具有 性 质 2 PT, 一 ao 二 co) 一 0 的 可 料 时 6, 我 们 有 
| AM, | = 0.P — as. 

证 明 (CI) ~ CN) 的 证 明 间 实 值 情形 -- 样 , 故 略 去 . 我 们 只 
EnH < ¥ >. HTA, B iM, = 0, 

AN=M— M, W N AGRE A AaB ARTY Rey ak ih BB. AL 
(NO 是 连续 的 . 由 N 和 形 正 交 (CY OM E HGH- 值 局 部 可 积 
thy HCAt> = (NY 4+ CA). 

ye fi M Sey YT A. 如 果 我 们 能 证 明 对 和 任何 停 时 工 ， 
FETE Ey BY Re W 使 得 


ao 


Wi core = MI wort? (4.27) 
EW] = EGW» < ECM + iMr), (4. 3) 


W ON 5 H H-E, (4, 4) 
Mhe. D ACW + ND = (CW) 十 CNY. 从 而 由 Doob 不 等 式 (W》 
得 

E(sup || M, |7} = E( sup || N, + W 17) 

< E( sup || + W. ||”) 
KAEN Yr + (Wr), 
Moi EG. 3) RCN? 的 连续 性 可 知 


E sup Af?) <4E0¢M)>,. + [M] ). (4.5) 


4 MER AMES a] Pat ES 是 好 的 局 部 化 停 时 列 ， 
则 对 S, AT. C4. DRG. S n oo BTR Rt ey BPE BY AR M T 
44 (4.5) AR. 

FIRE Ja HE BA D.U. D 和 {4.4) AFARA W 是 
存在 的 . 

14.3 性 质 eM Loe Foy FARR. Talha 为 定理 
1.4.20¥) 的 可 料 停 时 列 , 令 M = AMr dar oes AUR RET EAT 
TT, 存 在 一 个 平方 可 积 著 序列 {1W"}, ;使 得 每 个 WW" 均 与 N 一 MM 一 
M EZ, (W"} >, 相互 正 交 ,并 且 有 如 下 性 质 、 

C1) ORR ee 1h po SM fer 

C1) EUW 7) = ECW ECM rr + (Mr), 

CH) PEE Fr a] PR eC) W BR W , HF 


H W ÑE. 2) ~ (4. 4). 

WEB iBA =T, <T}, B= DA EX? = Fre 是 
由 容 和 4 生成 的 e 域 , 令 

h = AM, 1, — EC(AM, Iel) = ITAAMT — ECM, |7), 
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C4. 6} 
由 EAS") = ORINA EASD 一 0, AUS Alero 是 平方 
Ry ABE. ) 
如 果 我 们 令 
We = (AM, T AYE ar oe 3 
则 wW 是 平方 可 积 贡 .并且 满足 人 4.2) 一 (4. 4). 事实 上 ,由 44.6) 我 
们 有 


Wr = P,ASM, Igir at 十 FRECAM;, Ts | SF” Far jd * (4.7) 
大 而 由 上台 的 定义 知 (4.2) EE. 多 
ch = EL | AM; || * | T- Far co (4, 8) 


由 Wr" 的 定义 我 们 有 

ECW" ]o = EC, || OMe ?+ Tr |] EGAM |4*) ||, 
所 以 

EC(W"]p) REC || AMr_ tl? + Ja | ECOM, |#*) 59. 

(4. 9) 
ip Bae iid Z = EAM, |F) a = EU,|#).6 = Edel 2). NI 
a +b 二 1, 并 且 由 F 的 定义 知 存在 区 可 测 的 随机 变量 和 和 ?使 
faz = lê + Ia. H EZIO = ELAM | = 0 af + 69 = 0. 
因为 Z= El + Well e PARIA 

ELEC Z VEISED = EUa Ell +46 i ell) 
= Eta’ i E| + aè liyi ao 
= EC || 7 || ?Ce + ab) 
= EC || 7 || 28). (4.10) 
间 样 地 ,我 们 有 
Ells| Z|?) = ECW y| Ts) = BCH Fi. (4.11) 
Balke. H 4. 99 ~~ (4.11) 可 推 得 
EW ]o < EL, | OMe ||? + LEO Z| PSAS] (4.12) 


af 


FH (4. 8> 和 Jensen FEA 
LECZ į |S) <= EC || AM, |}? |S) = Mors, 
所 以 由 (4.12) 得 
EUW" Jo s EM | + iMr). C4. 13) 
由 W” BAe SR] W 与 和 N E36. 
DEC WS D = J ECW ID 
< DJECI AMT || 2) < o 
TJR OW" ATEN AYR W. HW" h 相互 正 交 知 
WO = >W. 
又 W” 的 跳 时 的 图 互 不 相交 可 推 得 CW] 一 >w]. 
W RARI) PHI W 满足 (4. 22, 而 (EE) 9] 推 得 (4, 3). 
这 个 性 质 的 证 明 表 明定 理 1. 4. 2 得 证 . 证 毕 . 
设 M E H- 值 平 方 可 积 辑 ,对 任意 停 时 5 壬 了, 令 
二 I V3) = EK | Afr || 一 | Afs |5 
= Eç || Mr — Ms 9, 
Hul D SET D0 = ECMP: — Mp) = E iMr — Mz) je 
则 ax 和 pw PEHE A SS EHS a- 有限 测度 , 记 延 拓 后 的 测度 仍 为 on 
和 gm s BJ LAGE RA 
xy = Tr peas 
和 pr Kom. i H QH- 值 可 料 过 程 Qu 为 pr 关于 au 的 
Radon-Nikodym = ¥t, EI 
tin (G) = | Qudow, VGES, 
Qe BORD PR EME» FF AL 
Tr Gumi, = || Qu Ca,s) | ı = l; Gu a.s, 
Le 


定义 
4M Y} == | Qvodadaey， > 


SU eM) E H GOH- TET BRS SY EHER, uu 是 它 的 Doleans W 
度 ,ME — (M) EE H H- igh. 

又 存在 瑞 的 ,HH- 值 右 连 在 极 的 有 限 变 差 过 程 , 记 为 EM 4 ,在 
P 等 价 的 意义 下 有 如 下 性 质 ， 

CI) M&:—~ I M 13H ©,H- (aR. 


CT) <M M 1 的 可 料 对 偶 投影 ， 
CH) LM ,= MY CAM 
set 


= E M 1. +. >) (4M,)®:,P-a.s. 
st 
ME BA co 0,0 1) Apa ae Be E TU ee). 


1.4.4 定理 i X WW RRRAE BR, 蕊 有 如 下 唯一 分 解 :区 
= PV 十 人 M 十 4, 其 中 并 为 局 部 可 积 园 ,4 为 零 初 值 可 料 有 限 变 差 
过 程 . 以 后 我 们 称 这 种 分 解 为 特殊 半 寺 下 TL SP 

证 明 ”存在 性 TEX = NA+ BAXW—TPAE- ARENA 
局 部 可 积 鞠 ,B 为 零 初 值 的 局 部 可 积 变 差 过 程 . 令 A 二 BPMN 
+ B B? ,这 里 87 为 BB 的 可 料 对 侦 投 影 , 则 M ah oy ee, H 
二 MM 十 A. 

tE X= M tA AXAR aiM 为 局 部 可 积 
AA 为 局 部 可 积 的 可 料 变 差 过 程 ; 则 4 一 4 一 一 MM 是 局 部 
TY Flas a eae seh, A A Ao = MM = 0,8) A= ALM 
= Af’, 证 毕 ， 

1.4.5 和 性质” EXER., U FARGES ET: 

2g 


CI) X ERA, 

(IE) AEP aX = X,+ M 十 4, 其 中 4 局 部 可 积 ， 

CE) X PTER =X + Mt AWE A RRR 
的 变 差 过 程 ; 

CN) 随机 过 程 站, = sup || X, — Xa || 局 部 可 积 . 

证 明 CHOOT) 显然. Be MATIC TCE) Re. 

CI) 一 (CN ) 如 果 4 是 局 部 可 积 变 差 过 程 , 则 过 程 sup | A, || 
局 部 可 积 , 同 理 4 的 全 变 差 过 程 VartA) 也 是 局 部 可 积 . AA” 
sup || X. — Xo ll <sup || M.i + sup 4b, 所 以 ,我 们 只 要 证 
明 ; 如果 M 是 局 部 可 积 拷 , 则 Mi = sup || M, || 局 部 可 积 . 设 
(Tatas: 是 1 的 局 部 化 停 时 列 , 即 对 任意 的 二 之 18d 是 可 积 贺 ， 


令 


S, = infi{z; | M, || a} A Tas 
则 S, 400, 3f A Mi Snt || AM, .由 MM" AURA Ms 可 
积 , 因 此 Mt 局 部 可 积 . 

CNSC) IEX = X, + M+ ARX AH HOM A 
Bay Re, A 为 有 限 变 差 讨 程 . 假设 过 程 Y aR, M a EE 
Arica M* RRE, Ae A* = sup | Ar) 过 了 十 并" 也 局 部 可 
积 . 因 为 Var(A) < Var(A)_+ 2A* i] Varta) 局 部 有 界 ( 因 为 
Var(A)_ 是 堪 连续 的 有 限 增 过 程 ) 所 议 Var(4) 局 部 可 积 . 证 毕 . 

1.4.6 BIE 设 王 是 互 - 值 半 稻 ,如 果 存 在 常数 ea 盖 0, 使 得 
WAX || <a, N X BRAM. RAM AX = KX + M 
+ A, WM | AA || Sa, | OM |] = 2a. 

证 明 $T, = inf{t: || X — Xo || >a} WUT, t oF 

sup || X, — X, | <nt | AX, | Sna, 


Mf By EE 1. 4. 5V) AX REM. MRI X= Xt M+ A 
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是 它 的 典 则 分 解 , 则 对 任意 可 料 时 工 
AA; = ECA |F r) = E(X, — AM;|#7_) 
一 ELAX |F ). 
ATI | AAs || SEC YP AX, | |, DO a, BP || AAT] <a. 
由 此 可 得 外 AA || << | AX | + || AA | < 2a. HEM. 

14.7 BEM BAN ARERR. MRA EAH 
HEH) FARE > OMe > OAC) = ar, || zi Sahir) 
= 0,|2| >c tA LRBSRHSK. 

iz X Æ H- (ERE KT A COS, I] AX, — ACAXD AO KMY 
|| AX, || = b RR WHE. 定义 
ae = >) (AX, 一 ACAX,)] 
< 


XD = X — Xh), 

Rl X Ch) BAE ARE H-E. AA AKO = kA’ 有 
界 ,所 以 由 引 理 1. 4.6 A Xo EHR, 设 其 典 则 分 解 为 

XA) = X, + Mth) + B), 
Ep MOD 是 五 - 值 局 部 邯 BAD 是 局 部 可 积 的 有 限 变 差 的 可 料 过 
fz. 

1.4.8 EN BAERE ©  FOAEATACS.C.Y) WX RF 
ARB EHETE. 1 A TAT PRA X BS EE. SR 

(1) B = BA); 

(1) CEH QHA- 值 连续 过 程 ,C, —CUG>s) RA RQH H 
正定 对 称 值 ; 即 C = X KX EX HIER. 

CHE) oE 4X 6D 上 的 可 料 随 机 测度 , 它 是 X 的 跳 测度 

pdt sdr) = $) Tiax oseo.ax (dt der) 
的 可 料 对 个 投影 . 

+ ”由 定义 可 知 C 和 4 均 与 截 尾 函数 无 关 , 而 如 一 BS 


af 


AAP. 
AA AX CAD 有 界 , 所 以 由 引 理 1.4.6 MAM CAD 也 有 界 ; 因 此 


MA) BRE ARR. 从 而 YIM(4)》 存 在 ; 记 为 C = CAD, 
PA X AIS A 联系 的 栏 正 第 二 特征 . 
1.4.3 性质” 际 去 一 个 不 足 道 集 , 我 们 有 


Č = CH hno >) (| Dds) x dx} 
= C+ AP.» 一 S* (AB). (4.14) 
ms 


证 明 leh AP AD BA “PEE 3C N A 可 表示 为 六 
= X Xe, = >) CX + MCh) + Boe, 因为 AX CA) = AMA) 


+ AB, AIHER TT EH T, AB, = EAX hjr r), BP AB 
=F (AXD. Bo  AL.AXCA) = ACAX), 所 A AXD 


—*{ACAX)) = (| Acerca} x dr) 0 与 AB 无 区 别 . X 


|AS | 所? 了 A 1 0 为 常数 ,而 (x 上 A D.e 
部 可 积 ， 由 之 ， (ABY&: = | B 14.14 Ha BM. LT 


证 ， 我 们 也 有 ASi. px 局 部 可 积 . 

记 M = Mth) = X(h) 一 一 五 ,容易 计算 

IMI= IXI- EB IME 

— I BM 1. 

由 Yoeurp 引 理 知 [f M.B IT BoM ] 均 为 局 部 可 积 蔷 ,从 而 我 
们 有 

(M) = I XA 1’-T SI 
而 

LX D =C+ >, (AX = C+ A®, Ac 

T 


由 Uv 的 定义 及 AS, pe 局 部 本 积 知 (4. 14) 成 立 ,证 毕 . 
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1. 4.10 TERM RA, 扎 客 , 则 在 除去 一 个 不 向 道 集 上 ,我 
们 有 
Boh) — Bha) = (A — hov, (4,15) 


CE chy — © Gy) = he — aP D [| Acero} 
r,s m 


x dx) | 十 之 | cvs) x dc) | 


(4.16) 

HE HH ERIX -X =X XA) BARES 
过 程 , 日 其 路 幅 有 异 , 因 此 其 可 料 对 情 投 影 是 局 部 可 积 . Me™ 的 
we SM RITE 

XA) 一 KAY = Ch hd pr, 
leh — AL). SEs PR SET X CAD — XGA, — Ch — AD wv 
Je: Fay BB BY FR BR PELA a RAR BR X CA) 一 X) OPH E — YE S 
(4.15) BEA. 

由 性 质 1.4.9 容 易 证 明 (4. 16) 成 立 . 证 毕 . 

1.4.11 EN H- (PRR X PRA ACES eR oR 
xX Se OER, A aX = XL + ML ARE MBPS 
Ay RRR. 

1.4.12 引 理 RX Be OR Reet 
fe Y, = sup 1 X, — X. || 局部 可 积 . 

证 明 Bit X FERPA] eR = X, + M+ AER 
典 则 分 解 , 则 我 们 有 

Y, = 2 sup | Ad, || ? + 2 sup || As iF. 
if B= [Varl A F, M] E BORE. S T, = infi 2 0:8, 之 
n>, 则 了 ,是 可 料 停 时 ,所 而 存在 停 时 列 S nata o TEIG Sap S Snp 
<iT,.limS,,, = 7... (AGE pn 1 EG PSL, ST.) 2. 
HS, = SUPS np, :我 们 有 Sy sup 了 -~ = Tasa. s. ;因此 Bs =n, 


ad 


a. s. G-J mE T, too 我 们 容易 证 明 S. + ooa. s. 8) B ERRE 
可 积 的 ,从 而 ! sup | A, F) 也 局 部 可 积 . 再 由 对 是 局 部 平方 可 
FAR UE (sup || M, Il h SRB Al AR OATS Y 是 局 部 可 积 ， 
相反 地 ,假设 了 局 部 可 积 , 从 而 由 性 质 1.4.5 知 关 是 特殊 半 
b AMR X = X, + N+ 4. 如果 停 时 齐 工 ,oo 使 得 
ECYr) < oo 和 FVarC4)r ]* <2, Wl 
sup | NT || = sup || N, 1:2Y7 十 2[Varc Ads 下 


可 积 , 即 六 "是 平方 可 积 鞠 .证 毕 . 

14.13 ER iBXIKMCBADCOEXSFACeE RK 
系 的 可 料 特征 . 

CO XRRR AERE ell A lle ff. vga aT 
积 . 在 这 种 情 襄 下 PRS A = X t N + ANA: 

| = BA) + (x — h(x). 


AA, = | audit) x dz). (4,17) 
if 


C1) 及 是 局 部 平方 可 积 半 车 的 充 要 条 件 是 Lz 上:.v 局 部 可 
A. aatia AX = X, 4 N+ A WHR. 17) 和 


dy 
EN, N} =C + r®: u — 2; [f eeds) < dz) | 
= C+ Pnu — >) AADA. (4. 18) 


s 

证 明 OC 1) HA X Ch) EREB, p X APRA RR E 
要 条 和 件 是 XA) ESP PRAE BR. EX CA) 是 有 限 变 差 过 程 . 所 以 由 
性 质 1.4.5 我 们 只 要 证 明 XC) 局 部 可 积 由 定义 XA) 
一 (x 一 h(x)).p*, 因 此 我 们 只 要 证 明 zz 一 Atx) ||. 局 部 可 
FA. h A 的 定义 知 存 在 常数 c 使 得 

la Aland seC rl? A Pad 
ih 
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Hall? A fall SeLila—aAcad] + elt? A lj. ¢4.19 
Aele kh? A iia ll. Repay. 1 天 一 天 Cr 和 .局 部 可 
积 ,从 而 可 知 XA) 是 特殊 半球 . 
友之 : 今 
Fr 一 和 一 和 一 | | cede de), :0 
M AY i s 1 ,从 而 了 是 特殊 半 靳 .由 于 对 任意 的 : 半 0， 


| | T | dp = 2 | AX, | “Tax, ou 


= >) | AY, |? < a. 


kak 上 


性 质 1. 4.5 ATES) IAY, i 局 部 可 积 , 从 而 | | 1 æ ?G0 
rŒ ü 
局 部 可 积 . 另 一 方面 ,由 ie 的 定义 知 | | A 局 部 可 积 是 显然 


Il = || 1 
的 ,所 以 | | du 局 部 可 积 . 综 上 所 证 知 [| =‖* A 1). » 局 部 可 
FA. 
WRI 1 一 下 (xz 站 .局 部 可 积 , 则 由 上 上 述 所 证 及 (4. 19D 
gi Hail? A ll x | .5 局 部 可 积 . 
MRX =X, +N 十 4 是 X 的 典 则 分 解 , 则 我 们 有 
Xh = N + A MA) — BCh). 


这 表明 4 一 BC(h) XC) = (x 一 上 CX). 2" HD BRS BY 
(4.17) 的 第 一 个 等 式 成 立 . 

由 性 质 1. 4. 9 的 证 明知 ABCh), 一 | heroe) X de), TTR 
们 有 

AA, = ABCA), + | cz 一 真 (DC 人 X dr) 


一 EG x< dx), 
即 54. 17) 的 第 二 个 等 式 成 立 . 
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CH) 假设 (la il*.u 局 部 可 积 , 则 由 (LI) 知 六 是 特殊 半 舟 . 设 
其 典 则 分 解 为 筷 一 Xo 十 六 十 4 由 假设 知 (C4.187 的 右 端 有 意义 ， 
并 由 (4.17) 知 它 们 相等 .对 NN 和 和 4 分 别 应 用 性 质 1.4,9 容易 计算 

E N I = Cpap ALS [AN 

— P NA L. C4. 20) 

HERERO 4 了 的 可 料 性 可 知 C IE A DR r” pr gA aea 
积 ,Yoeurp Y ÆA I AN IML NA 了 了 均 为 局 部 可 积 的 有 限 变 
Fe, 国 此 [NI 局 部 可 积 , 从 而 和 N 是 局 部 平方 可 积 质 . 这 表明 OX 
是 局 部 平方 可 积 的 半 对 ,及 

EN) = E N I= CH avu AN, 
BE C4. 18) Beir. 

40 a Ie X BAPE A ER, WU 六 了 局 部 可 积 ， 
(4.20) 可 推 得 xz2:. 2 局 部 可 积 , 从 而 有 a. o EAR, h EEN 
得 上 站 zz 外 22 局 部 可 积 . 证 毕 . 


=. jk à Æ t Hilbert MAR 


L414 3M a) FEF ,了 F,,P) 上 的 H- 值 随 机 过 程 
X AR eX, 一 0 并且 对 任意 的 0 和 > 二 所 随 机 
aS HX, 一 六 ,与 多 ,独立 ， 

b SEF, F P 上 的 R- 信和 随机 过 程 X 称 为 是 平稳 独 
立 增 量 的 ,如 果 臣 是 独立 增 量 ,并且 随机 变量 芒 , 一 六 ,的 分 布 只 与 
fs BR. 

c) BTA) ¢ > 0 BH X AO EA ESE SR PCAN, 56 0) > 0. 

Ry ee i Ara SM MEA EAR. UY PRR 
至 和 多 可 数 个 . YX 是 平稳 独立 增 量 过 程 时 , 随机 变量 AX， 
= lim (x, 一 Xo 的 分 布 不 依赖 于 t+, 因 此 没有 固定 不 连续 后 . 

类 似 于 有 限 维 空间 上 的 i176 公式 ,我 们 有 如 下 定理 : 

14.155 SH CARRETA HA GAE 


JG 


的 Hilbert © H. X Æ H- (ABR pW WEIGH RA EER g 
Al — Br S e HE SERS. MR RR ze E Hepa) 


E SU ©.H.G) WAE H CAR ER be PO) 一 致 连 
续 , 则 随机 过 程 gC(X) 是 G- (ORR EH EP 等 价 意 义 下 ,我 们 有 


PLA = GX) + | eX dX, + 4 | xd T X I., 
+ >) [AXD — 9X) 一 gp CXIAX, 
Fr。 


— ZPX, AXD]. (4, 20) 
我 们 也 ,有 
PR) = Xs) + fe CX VK, 十 二 | Pd E X N, 
+ >) [eX — pX — 6 CX, AX, |. (4,21) 


=; 
ERA HD) FA G- 值 随机 变量 是 a. s. WM. 
证 明 ”请 参见 [25] 的 定理 27.2 的 证 明 ， 
1.4.16 定理 《Poleans-Dade 指数 公式 ) 12 XEHE 
Rm, 
V, = | [|a + AXD V= 1), (4, 22) 


而 < sre 


则 对 于 每 个 om E 0,04. 22) 右 端 所 定义 的 无 穷 乘 积 对 每 个 固定 克 t 
> Of He pe Oe RAV = (Vs6o 是 纯 断 的 适应 有 限 变 起 过 往 . 


令 


Z, = expl X, = Xo — XY) [EA H aXe h, 
Ql rte et 
T] Z = C2, demo 是 随机 积分 方程 
Z, = 1 + | Zax, 


的 唯 -一 和 解 , 以 后记 ZZ 二 ELX). 
证 明 “请 看 [13] 的 定理 9. 39 的 证 明 . 


oe 


1.4.17 定理 WX ER- (eee X, = 0,0 X hh 
RIENE EI tE KX 的 可 料 特 征 有 非 随机 的 版 本 (B,C ,v). 

证 明 请 看 L16] 的 定理 -4.15 的 证 明 . 

对 于 无 究 维 半 扎 ,我 们 也 有 类 似 的 结论 . 

1.4. 18 定理 i X E H- {#4 , x, — 0,0 X Tar 
量 过 程 的 充 要 条 件 是 A BME A ERE ULA he AB CBC). 

在 这 种 情况 下 ,的 固定 不 连续 点 集 是 二 {eft} xX ED 
> 0}, 并 且 对 所 有 的 ss 所 tw E 二 ,我们 有 

Etexp(tu * (XM, 一 X)W 


= exp| iz - (8, — BL 一 +, — Cy + u” 


十 ff Ce" — | — in -ACr)ir Cokdr dx) | 
Ed IY 


> if [ezean] 1 +Í (e™ = — Delir} X dz) |}. (4, 23) 
sree H 
特别 地 ,随机 变量 AX, 的 分 布 为 
ule) x dad + [i — vt} x H) lstdxzy. C4. 24} 


证 明 ”必要 性 ”假设 下 是 独立 增 量 过 程 ,{e.}ssi WH 
个 标准 正 交 基 , 则 对 任意 的 z € H, RIE = > re 如 果 我 们 
定义 下 到 R 的 映射 IL 为 


I, £ — CTI) sZas 5 Xa) 
OR, BY HBR VO 

Vaisa ttt p En) —>* Sze,» 
则 我 们 有 

|z — V, - Mz | —0, YE. 

HRA, C E REPRE A, 在 基 {ej.>: 下 的 第 = 个 分 量 只 是 工 在 
基 (En ja] 下 第 天 个 分 量 的 熙 数 , 则 对 每 个 vt p 1 , il, Ao Al R” 上 的 截 


ae 


EAA. H OLA, COL) = Ikl). HEX SFR A, 的 可 料 
特征 为 (BCh6) co， 

I n l, EA 

X = UX, B'a) = LBC), C = {X"} 
AU 

redt,dxy = vidt, V. « Mdr), 
MCB Ch) ,CC" ,vu") E AX FR g LA. AO EHF IE A AXA 
狐 立 增 量 过 程 , 所 以 X* 亦 是 独立 增 基 过 程 ,从 而 由 定理 1. 4. 17 知 
CB" Ch0) ,COC" ti) 非 随 机 , 即 B" Cha) 和 CC" 非 随机 .由 nn 污 1 的 任意 性 
4) BCA) A CHEREL. 另 ~- 方 面 ,由 苹 独 立 增 量 性 可 推 得 其 跳 测 
度 为 Poisson 随机 测度 . 因此 ,其 可 料 对 偶 投 影 为 非 随 机 的 调度 . 
LAERA E oO AYER 1.4.10. RNA 

Bth) = Bho) + Ch — ha). V, | 
Voge Bio & v JERRY BT TE BCA FERRULE EP AE OLX 
A) ABLE AECB(A).C,v) 非 随机 . 

充分 性 OM AC SRE XX, 一 ©) EF A OE 
CBC). Ca 非 随机 . > 

Alu), = i# BAJ, — aa owe 2 十 |e — ] 

—in+h€rd)v((0.t] Xx dr), «EH, 

it Ade) 是非 随机 . 设 f(a) 一 人 = 利用 定理 1.4.15, 我 们 可知 
Maa) = &* — e*- AGO 是 局 部 可 积 拷 ,因为 

MGD h <1 + VarlAce)],. 
所 以 M (a) FER. 

SHES HEM sw OR FE F, PE) > OMe Ss be 
理 1.4.15 RNA 

Tee o XP oe Ip Tre (Me), — Mow), | 

+ [Tre Pd At). (4. 25) 
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WERE 
fa) = 人 (X, — XOSVPCRD, mbites, 


MAR t <s. 
则 由 A Ce) 非 随机 ,对 (4. 25) 两 边 取 数学 期 望 ,并 利用 Fubini 定理 


我 们 有 

f@)=1+ | falas) — Alu) ltr), 

其 中 Atay = Alada. A E H E 1. 4 16 @ GD = ALAC) 
一 Aud]. 所 以 对 + aes. 

Ef Ipe" t 297 = PRET Au) — Alur], (4. 26) 
(4.26) PAGI F E F, Rae REA X, — X, SS, Thar. AA 
Ata) 一 AGO EA RE AA, LA h E 1. 4. 16 EI SLAC) 一 
Atuy | REALE C4. 23>. SAT C4. 26) C4. 23) BP. 

#£ (4.23) 中 , 令 s MRA 


E(exp{ix + AX,}) =1-+ | (et — eUt} X dx), (4.27) 


IFI u C H, C4. 27) Aiha T 1 AER tE ie} x dr) = 0. 
AESi Se Dedo X do > 0) 是 碟 的 固定 不 连续 点 ,并且 册 
(4.27) 我 们 可 推 得 (4. 24) 成 立 , 和 定理 证 毕 . 
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PETE 
= 宦 世 de 


EE 


在 本 章 中 , RNEHEAR AM Sh] DLH) 上 建立 了 
Skorokhod 拓扑 ,为 以 后 讨论 随机 过 程序 列 的 极限 定理 葛 呈 基础 


本 童 取材 于 [21,35,40,42,.4Bj]. 


Pi 


> hai peaa: 


i 
"ES 
Ze fe- p 


Ee inne a 
Seas: raat Estate f- i 


i= = pate #2 oe | 


E 


w 


定义 和 记号 
定义 


2.1 


记 DH BSH EARS a RL 


吾 的 函数 空间 , 称 其 为 Skorokhod 空间 ， 


L} 


2. 1. i 


处 


E 


在 


ir 


I) 如果 BOA) idee) A a Er tiA ai- 为 


的 在 权限 + 提 定 oe 0-) 一 at0)) dair) = air) 一 att-), 


me 


sup || a(t) — ats) || + 


Paik i 


Fae DUD 


yeep) 


HEIR, 的 一 个 于 区 间 1 对 尾 间 的 6 二 0 


之 而, 定妆 


= sup [wte [ee + O)).0 2 6ae+ PN}, 


i} 


TW y Cat 


ay SS" Te 


的 = inf | maxas [ta fi) 10 
na Lh 


mw yit, 


fi 


= N,inf(e, — t) = 6}. (1.1) 
MPa DUN), pE RRM: 
CTD we 和 NN 一 w nla d 都 是 单调 增 函 数 ， 
C1) w nia, G) E wyla, 20). 
2.1.2 SIE mia. R, > HAT DCAD HAA RIFE: X 
TREN N > 0, 下 列 条 件 成 立 ; 
C1) sup || at 1 < 2, 
(1) limo’ y Ca, 0) = 0. 
TERR a) WeHBAHARA.e> OFF N > O0.AA jl ats |i 
E GEAR AE 4 eB. ECI SPR RE. 令 so = Ont Sep 
= inf (e > sar |] ee) — as.) |] > FM 2 A co Bt ss. boo, BL 
存在 pe NN, 司 得 Sp = N =< Spt: HH {se daze 的 构造 可知 wlas, 
S4,)) E E < inf Cs, — s0 Wow’ asle O eE BACT A. 
b>) ”用 有 反 证 法 . RRITEN > OFC) FICE) RE. 
如 果 ae 不 是 契 连 去 极 的 , 则 存在 上 © R 和 站 E 六 ,使 得 = 的 第 = 个 
坐标 o” 或 者 (1) 在 上 处 没有 堪 极限 ,或 者 522 在 上 处 不 是 右 连 续 、 
TE TATE OD 下 ,或 者 lim farts) | = 00, 这 与 条 件 t1) FAI: 
或 者 a 二 liminf a" Cs) < limsupa" (s) = b, EX PRL OF 2 n>? 
时 ,对 任意 的 96> 0, RB w nla D Sb — a > 0, RGR ID F 
iz. 
在 情形 (2) 下 ,或 者 是 a = limsupe (s) > a(t) 二 BB, 或 者 是 上 
> liminfa’(s) 一 ¢, QUES Re F O S ae icv Be lv. R 
Af wla; [u,n 2 一 下 或 者 总 一 c) ALMERN > 1,6 > 0, 都 
E wy D Pa 一 8 或 者 二 一 上 ,这 也 与 条 件 (E B.D. 
2.1.3 fem Bee DOA). WAER e> O.N > 0, 
dz 


n €E N ER 
sup | acs) — V,Hacs) || << e. (1. 2) 
HEAR REG. 2) 不 成 立 , 则 存在 及 + 的 一 个 子 序列 ene te 
< N Fl & > 0, 使 得 
lace.) — V,f,aCe,> |] Bee, Yanl. (1. 3) 
不 失 一 般 性 ,我 们 假设 一 in 一 co, 
a) et, ACR BBS. RPP) 的 于 序 
列 ) ,因为 a 是 右 连 续 的 ,所 以 
| acd) — aCe) || > 0,2 — oo, (1.4) 
但 是 
| act.) — aCe) ll 
> || eu.) — VALet@,) 1 — I V.0.LeG@,.) — «1 I 
一 |e — V,ILe® | 
> od) — V.ILetz,) |} — || a.) — et) || 
一 |a — V ITLe@) |. 
AE, 


| a) — a) |] S = — = | ate) — Vew) |l. 


所 以 liminf || eG.) 一 aCe) || > Fo TKS, 4) FE. 

b> 8 t, < IA a) 中 一 样 居 计 可 得 

| ad 一 o l = See — J || ae) 一 YaG-) Il. 
因此 !iminf || at) — ate-) || De Feo RAG a FE r BD AE HE AAR EE 


RTIA. 
Zz. 重 . 4 弓 | 理 if a. R,— 五 ,出 


ze Cay) = inf { maxrwe las [#6)) 0 = fo < iy < eeu < i. 
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=N,O<t—%., Ed rt 20}. 

HE BA E O =f, 04, ee an = N, fhe — 2, Se, 
igr l URTE i Srii G ~— 26, RATT EK 
Phot] TAA G- om sh sp <i sh = t, AR OS i FO 
<= 20, 当 i 一 r 时 ,st 一 si <6 +0 AEB] AE LY. Bh wa; lst, 
st) <Q wea; Lhat DAER CL. > 我 们 即 得 命题 成 立 ， 


2.2 Skorokhod 拓扑 
BE A FE Re Pe A eS o EE A PA A pR BY 2 TY 


其 中 4 具有 性 质 ;AC0) = 0A A oot Foo RTH AT ER. 
对 于 N > ORS Meee Ky, 如下， 


1, MRE N 
ct my NM xt<l N+ 1 
Q, mae: N+ 1. 
OHARA G Aid 
Halli = sup |log “2 — AS? | 


SF aPC DUA. 
ova, A) = inf {sup | (Kya) AG) — (KB) Ce | + Hau} 
Aca zag 
&(a,8) = DONG A nle, A). 
NEN 


(2.1) 
jiic 4 是 恒 等 变 换 , 即 7 一 上 容易 证 明 下 列 事实 :对 任意 
pave © Ava, 8 © DH), RIE 
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HAH = THAT HT [HA e eed SUPA eel. 
— pall — 
sup | ACs) s| <itle 1), (2.2) 
sup | z e ÇA — Is) | S sup |4Cs) — g |e llei, 
sup || (Kwa) © À o uG) — (KNP) yG) |i 
= sup | (Kna) e ACO — (Kx AG) |. (2.3) 
2.2.1 SB WMA Cao — 0, TERPS A ha CO 
A, 8a 
Ci supl At — i| —~ On — o0, 
| zd 


(i) sup || a ° ACs) --— as) | — 0n — œ, YN>O. 
fe At 


C2. 4) 

ER RES ES N E N, yle O > 0, 因此 存在 序 
出 fan bax CO A. TEAR 

at = MAZI + sup |] (Kua) o AG) — (Kyat) || — 0, 
n $ co, 

Ap TE E PEL 8 9 PY Gee be IR G n o mua 时 :av 
<i lN. Aer, = supi Nimy < npo Wr, < coo, FF H 7i $ oo Ef, 
r, hoo, IRA ap S/n. EM 

Ap CE), ie srl’, 

AG = 1 十 知人 Cr — rl, MRED r”, 
BR A E APPA C2. 2) 可 得 

sup | A, (£) -= t| = sup |A G) — £| 


< i7 Cexp{ A i — 1) 
< ri ge — 1) -> On — CO， 
中 《2. OCTO EY., MERA EH NECN BiS N, n EIK 
时 就 有 A.) = APG), Ky e AG) 一 天 st 二 1; 因此 
45 


sup lla, e At) — ace) |l 
< sup | (Kya, o Ap) — CK xa, (2) || 


1 
Sar ST On x, 


ZRC. ADC O 成 立 , 证 毕 ， 

2.2.2 5B 是 DH) 上 的 距离 函数 . 

WEAR ” 非 负 性 是 显然 的 , 由 C2.2) 及 2. 3) 可 知人 是 对 称 的 ， 
往 证 三 角 不 等 式 成 立 , 只 要 对 Dw WARRT. ie gY © DCAD, id 
a= Önla, P b = nB V) SEB © > 0, FE ALL EC AMER 

LAIH + sup | (Kya) > AG) — (KA) || Sete 

lial + sup {| GhxA) > 2G) — Kx) i] Sb + E: 
FA As we © AG. D 和 (2.3) 可 推 得 

IIFA > ell] + sup || Kwa) ° Ae eG) — (Kx) | 
SAHI + Ilil + sup || (Kua) > Ae alt) — Kah) $ pt) | 
+ sup | (Ky 8) ° elt) 一 《天 wyDCE || 

<a + 6+ 2 
Hy © >> 0 的 任意 姓 妈 得 SyCay7) S Oya. 8) + nT. 

fet FEAR O(a, 8) 一 Oe 一 p, BH LMR Oe, 8) 二 0, 引 理 
2.2.1 表明 存在 序列 {5}> C A EIO 4901) 成立, 并且 对 任 
意 的 NE N, sup | ee A<s) — PG) || 一 0,; 即 对 任意 i S 0,@°A,) 
-> BG). (€2.4)01) Rie: RB eoHPBB A WA ee AGS 
at 理由 < .8 的 右 连 堪 极 性 即 得 = = 8. 证 毕 . 

2.2.3 SM ô F.D) 是 完备 的 距离 空间 . 

国 为 证 明 很 长 ,我 们 把 它 略 去 ;有 兴趣 的 读者 可 参看 J Jacod 
利 | A.W. Shiryaev{.16 | 中 的 证 明 . 

在 DI) 上 ,由 距离 所 产生 的 拓扑 称 为 Skorokhod 拓扑 . 为 
了 方便 ;以 后 我 们 总 认为 在 DH) EE Skorokhod 拓扑 , 称 DCH) 
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为 Skorokhod 拓扑 空间 ,简称 Skorokhod 2 jA. 


2.2.4 3/8 WHA AB DED 中 的 相对 紧 子 集 , 则 下 列 
条 件 成 立 : 


(1)supsup || eco || <i oo, YN > O; 
IEA tn 
CL) lim supuesta, = 6, YN > O; 
feo ce A 
CH) SERA © > OLN > 0, 存 在 x © NAR 
Sup SUP ats) 一 V,ILets) | Se. 


证 明 i AE DUD 的 相对 紧 子 集 , 如 果 条 件 (I ?一 《 正 ) 不 
成 立 , 则 存在 一 个 子 序列 {o ji C 4 和 一 个 整数 NN。, 使 得 
(a) 或 者 sap || a(s) || 一 co 一 oo 


by RZE o D 0, 使 得 对 任意 58> 0 n, CO) 之 5 
(c) REG > OMS NT 
ts) — Vile.) | 2a. Van el 

因为 4 是 相对 紧 的 ,所 以 不 妨 设 leds RT a © DUD Ce 未 必 

{EA A). Hy | BB 2.2.1, PETE FEF (A dae GAs fe 7B(2. 4) AS. A 
WH n 充分 大 时 ,suP AG) 一 站 所 1.44 


sup iat |} <= SUP, ec ji + SUP, la, e ACD -— ats) | 

ny co 时 ， Eames sup l a(t) i , 引 理 2. 1.2 表明 (a) 不 
能 成 立 . 

其次 ,由 引 理 2.1.2 存在 9 € 0,2) RB wn 12 S 

=. 因此 ,存在 序列 0 二 6 之 之 之 5 二 Ne 十 1 具有 性 质 : 当 

;有 时 人 一 5 六 2 并 且 5-1 空 >N = A w os D <3 

H n JEKE Asup AO — tl < G sup, fa tA — aC 1 


a? 


<< By Ae ae Ma = AC) WY <p BY et — ot De Oe, 


> No, 并且 wos [#1 tD < Leo HHI BNE wn, Ca, D < Sey, 
It 5 (b> FE. 

By 后 ， a ee ft, = ACs), z 天 T 4h OK 时 ， 有 
sep |A CE) — i | = 1 it As. = Ne + L, (AL fs, bast 是 有 界 数 列 , 有 
收 仇 的 子 序列 . 不 和 失 - 一 艇 性 ,假设 5, 一 5. 

1) IR s. Ss CO RY BEAT AR As, pe 的 子 序列 , 则 

| ats, > — ato || eg — 2 sup | aa © ACs) — ets} | 
— || ats,) ~ ats) | —( E o). 
k=r4} 
由 引 理 2.2.1 flats) 好 即 得 jiminl || ats.) — els) | > ae: 
与 在 5 处 石 连续 巴 盾 . 
2) iR sn < 和 11) 类似 合计 可 得 
lf a€s,) — acs-) || 

Feo gap atA — a6) || — Zl DI Leo Fy)? 
再 由 引 理 2. 2. 1 及 aCs-) © 五 可 得 liminf || als) ~ acs) | > Fe , 
jay a TE s ALT EART A. 

综合 1) 和 2) aaee R. aE. 
thay > Oi Ca E VILE ATR AIt Bais CH, 


lz <4, lle Va || <<) 中 的 每 一 点 到 Cw 的 距离 不 超 
tS. Ue wfCN,n,0,8) FE DUD) 的 有 限于 集 , 其 中 的 元 素 为 取 值 
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于 Ces 的 节 梯 函 数 ,跳跃 点 仪 在 志 hE < AND. 

2.2.5 引 理 REN € Nb > 4,0 0, WR aE DUD Ù 
FE sup | ets) || <Oyw'nys(a, 3) <p WEE EN HS 
E CN + 31n,0,k) 使 得 Ou 60.8) SF WHER M < N AR. 

证 明 WW wala EO <2, PETES BIO = << 
<e NHI REEM: M i< pit. —1.1 24 3H wa E, 
tod) SE MR N+ RIAT AME ROERE k > 
4,N 十 2 十 过 就 是 其 中 的 一 个 点 ) Ht SN + 2, 

& ss = O03 Flai< p. Ks, 是 形 如 去 的 点 便 得 |s. 一 所 | 
<}, EPIS 1.2. RON + 8). AI N + 1S NE. 


E OT eae eR A FAG) = toi <p FELs sop — 1) 上 
A 是 线性 的 ,在 [5s，, ,ec EA REN 1. cos, 和 和 WRA, 


< phis — tl S Eor — fl A A ek ed, 容易 计算 


2 
Avi] 一 leg| 1 -~ ‘jet =. (2.5) 
由 性 质 2.1.3 知 存 在 n © NN, 使 得 sup | ats) — Viel) | 


SERKA EON + 357,08) REPER: ELS GA 
及 [FEs。， ,ee) 上 ,8 均 为 常 值 ,并且 满 足 I 8ks) 一 a) Il S y 
G< p). BH wes (on) 之 二 ,我 们 林 推 得 对 任意 的 s€ 
Isossa DG < pds |) BG) — ae ACs) I] SS. HAG) = 5,1 N 
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十 1 BRAY HEF 
sup || (KaD O — Kwoaw <2, YM 


A 
之 


(2. 6) 
(2.5) 和 (2. 6) BRS ah ea AM we. 证 举 ， 
2.2.6 推论 «a> 由 5 所 生成 的 拓扑 空间 DB) 是 可 分 的 . 
b> ， 假 证 子 集 4 满足 引 理 2.2.4 中 的 条 件 (I) 一 ( 亚 ), 则 在 
由 六 所 生成 的 拓扑 空间 中 A 是 相对 胰 的 . 
证 明 a) 6 fe EC DAD NECN HAN S22. 由 引 理 
2.1.2 Æ E p € N,p => SUP, lets) |l,2 E Nak > N? 使 得 


wu arg |< p TM? 2.5 表明 存在 8 EE A(N +3, pk), 
使 得 84 (a, 2) <t(M<N). 因此 

a T _ IN _ 了 -N 

S(a, 8) < Db 27M e ou? Ya ngg ta M 


因为 入 可 以 充分 大 ， 所 以 我 们 可 以 推 得 可 数 集 

A = lnn pacen CN + Bn pk) 
EDH) PR. 

b BIRO AEA 2 2A O 4m CE). AA DH) 是 
完备 的 ,要 证 明 A 是 相对 紧 的 ,只 要 证 明 A EEA]. 

EN E N,N > 2, BIRR npk E N, ER H 


a € A p > sup |i ats) | Be Noone) E 
Sup, | ats) — VLO | <= | 由 引 理 2. 2.5, 对 任意 ae CAE 
FEB © -ee (tN + 3 ,rp ,使 得 ta) SO + 2. RATED A 


可 以 被 以 -erCN 十 Sans pk) 中 点 为 球 心 ,半径 为 霹 十 2 的 所 有 
SR REM TH O(N 十 3,n,p 光 ) 的 有 限 性 及 入 的 任意 性 即 得 4 是 完 
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ZARF. WEH, 


2.2.7 5| 理 Rana © DA), 如果 序列 人 tj CAG 
《2. 4) IROL W ECan) — O. 


证 明 由 (2.4) 容易 推 得 :sup 1 加 (2) 一 ti 一 0 和 sup || a £s) 
一 at GD] 一 0 对 任意 的 六 > 0R, AMEA eA aD 一 
att) ,因此 对 于 任意 的 tJ) = {t > DAG) ~ 0},4a,0) 一 
ae). 由 此 可 知 a 仅 是 {a.),si 在 下 唯一 可 能 的 极限 点 ， 

下 面 只 要 证 明 序 列 fete 是 相对 紧 的 , 按照 推论 2. 2. 6b), 
我 们 只 要 证 明 4 SA {ete 满足 条 件 2.2.4C1) ~ CWO 对 于 任意 
HJ e> OF N > 0,8 5/82. 1. 2 MEER 2.1. 3 BMA TES © (0,1) 
All m © NEE sup h| al) || < co, ulag) < E F sup || a(s) 
— Vallal | <e 而 (2.4) 表明 存在 mo EN, 使 得 sup |A G) ==- 
t| < 工 及 sup | aa e ACD — ats) || Se ERs 之 ?成 立 , 所 
EA 

sup || a6) || < sup, | es) |] + sup || @ 2 ACs) — oats) | 

sitet Sup lacs. Yom Se ano. 

再 由 引 理 2.1.2 af sup wc) < co, Mitt 4A ie wm fF 
2. 2. 4C 1 ). 

RA w na, 8) <le APRA ESS A OS a le eee ce, eH N 
+ 1 具有 性 质 — i eG < p> Rwle;([t 64,9) 2 Gp). 
4 ss = AG), Ws? — st, eS 0/2 G <p, As SN. 由 于 
sup | a ° ACs) — as) | Se WM w Cas [sts A de GX 
P), M TIE w Co, 0/2) < de MEA nn, BI. 又 由 引 理 
2.1.2 知 lim SPre ylen, p) 二 0, 因此 存在 f, E 0,8/2], (FG 
sUPre y (a,,0,) < 4e, BY A eA SRP 2.2.40 0). 
: 由 于 sup || acy 一 Hegksy |} < e Æ sup I 一 t| El, 


ʻi 


Sup la, e Ads) — a(s) ll Se Stn Dn, BE REL 
sup hats} 一 了 ar sy ] 

< Z sup la, e A Cs) — a(s) || + sup | e(s) — V nnes) || 

< 3e, Wu Ay 
MERE 2.1.3 表明 lim sup sup lea,¢s) — Yla, (ds) || 一 0; 因此 在 
TE m, > m 48 

Sup sup | aak) — V,, Is @.Cs) If << 3e. 
ee A HEP SAE ?2. 2.408). TE. 

综合 上 述 结 果 , 我 们 可 以 推 得 下 面 定 理 : 

2.2.8 定理 a) Æ DUD 上 存在 一 个 拓扑 《 称 之 为 
Skorokhod 拓扑 ) ,使 得 DOD 成 为 一 个 Polish 空间 . 在 这 个 拓扑 
PER tah WME a TRA A BEE Ae CA, EG 
(2.4) EWP. 

b> 428 AC DCAD 在 Skorokhod 拓扑 下 是 相对 绎 的 范 要 条 
(EEL AMA 2.2.4€01) ~ CHD. 

2.2.9 Ff Fy = 24,6, ej， 我们 定 M Mwy 


= Ay) jen A V nen Anden = ,之 ,入 er 加 6 同上 述 一 样 证 明 可 知 


定理 2. 2. 8 的 结论 对 于 DCH 的 ,H) 和 DCA 的 ,H) 也 成 立 . 
下 面 给 出 两 个 重要 的 例子 ,它们 可 以 从 (2,. 4) 直接 给 出 . 
2.2.10 例 Bas) = Tadu ea MDH) 上 收 敏 于 = 的 
充 要 笨 件 是 : 
r) Bet, > œ, Mle = 0; 
I) 或 者 如 一 上 < cc Hoax, > x, Ml ats) = luen. 
2.2.11 例 Heats) = al cs + onl cei En <r) 则 a UL 
SF a 的 充 要 条 件 是 
1 ) 或 者 一 oo( 当 然 7, 一 co), ER} a = 0; 
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I) Beat, > EAL OO, > O0 gX, EH aC = ri 

H)> ate t,t << coopr er << o, En > E, ya > y FF AY 
xÆ OS y Bf t <r, Wi ats) = aloes t+ ylin. 

EHER PSR BS Pe Se 

2.2.12 作为 抽象 空间 ;我们 容易 验证 PCR") AFR Sel 
DRY Fale] {a fe Skorokhod 拓扑 空间 ,空间 DER") 是 严格 地 优 
FFE FAH Th ae [A] LD RD |. 

2.2.13 DOA) 不 是 拓扑 向 量 空间 , 即 假 设 在 DUD 上 a 一 
a, f, 一 站 ,但 是 人 + 8, RU MB a + A. 

但 是 下 述 结论 是 正确 的 . 

2. 2. 14 E mÆ n — a, f, — A tE Skorokbod 拓扑 成 立 ， 
并 且 8 EIEH, Mi an + BP, — a + B HE Skorokhod 拓扑 成 立 . 

证 明 “按照 定理 2.2.8(a) AEE PEA: CA, C2. 4) 
对 {aj 成 立 . 叉 由 8 的 连续 性 及 不 等 式 

I Aa hs) — BCs) | 

< BoA — Bea + Be AG — BD |l 
容易 证 明 对 于 {BB dan C2. 490 1) 成 立 , 从 而 可 得 结论 真 . 证 毕 . 

2.2.15 5 a, A atA R, 上 非 负 、 石 连 左 极 的 单调 
Ho pa Be PH oie. tha, (2) ~ a(t), V tS 0, Fe Skorokhod 7 
FP a, — ea， 

如 果 我 们 定义 Z D 是 由 映射 :a 一 als) ys 和 上 所 生成 的 地 
iY CHD = NV ee PCH ED = NZP), FN (2, GD wo HE 
一 个 c- 域 流 , 同 J. Jacod 和 ALN. Shiryaev 7EL16] 中 证 明 相 问 ,; 我 
们 有 如 下 和 定理 . 

2.2.16 定理 bE RH o MOD SF DUD 上 的 
Borel e- 域 ;对 任意 上 > 0,0- 域名 ,CH) = VB. 是 由 DUD 
上 所 有 &, CA)- 可 测 , 并 且 按 Skorokhod tH ATA IZ AEA. 


og 


2. 3 ”一 些 泛 范 的 连续 性 


2.3.1 性 质 ita, — a łk Skorokhod MFR, WR ere Oo. 
我 们 有 

a) FETE RRS t, — t RFR a, n) — at) e,(t,-) ~ ah) 以 及 
At, Cta) — Aas). 

b> inha 是 任 一 满足 记 一 上 以 及 Aa) 一 Aalt) 的 序 
列 ,如果 Aac 天 0D, 则 对 另 一 具有 上 述 性 质 的 序列 岂 。js 必 存在 
no © N PEIR ta = fn SE no. 

(b. 1) a t Ae", 之 2 可 推 得 a, C) > at-); 

(b.2) 2%, ~e He", St, HER a Cn) > ate-); 

(b, 3) 2%, — t Bot”, E t, APE ae") => att); 

(b. 4) 2%, 2 Ee", > 2, BRE a, a) — ale); 

(b.5) t" —>t H alt) = 0 FES a, G > ale) Aa" 
-> a(t); 

(b.6) tEDCH) 上 yx, 一 a, 其 中 ais) = acs) 
一 Aan LE ed CS) = aCs) — AMD ire; 

(b.7) XIF. 6) PEREX a, Alim limsupw Ca, , [#7， 
t+ 7D = 0. 

证 明 由 定理 2.2.8(a) BEATE Aha C AROG. 4) 成 立 . 
E f, = AGED a D ita taa RAL ad 的 要 求 . 

假设 二 一 +t H E A n = AG UE ASER OO eg, d AE 
得 at 一) — an O ~ O; MER SERAN O A n y 0 ER 
— E = AG nn Wl 

| a Ce-) — ece-) 
=. a COE CO |i 
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+ ia, 2 AG I &,) — ate — ef.) || 

+ jlag — s) — eld ||, 
由 (2.43( 1) 知 上 式 右 端 趋 于 0, 所 以 二 二 AC) AE O. 1). 同样 
可 以 证 明寺) 也 满足 Cb. 2,b. 3,b. 4). 

TE hha 是 收 俩 于 +t 的 另 一 序列 ,并 且 Ae, G) — Aalt), 如果 
TFIA EDK nta E ta = ACO UE TE CBR PPE ba 使 
得 所 En (YO kl 1), 或 者 24, CV 全 1). 在 前 一 种 情况 下 . 
(b. 1) 和 (人 hb. 2) AT HEU Aa, Gp) = a, (4) — a, d 一 0, 在 后 ~ 
可 情况 下 , Cb. 3) Al cb. 4) 同 梯 可 推 得 Aa cs 一 0. 因此 必 有 
Ae) = 0, 妈 bb) 的 第 一 结论 成 站. 

Hcb. >G = 1,2,3,4) Acb. 5) 成立, 下列 舌 村 证明 (b. 6) 
和 和 Cb. 7). 首先 假设 Acts) = 0.0 oe = e, TR: 

s 一 Be, Cte IE ie ess 
— Bry ay Ey OER 2.2.14 可 推 得 a'. 一 o. 如 果 Ael) 天 0, 则 对 
所 有 充分 太 的 nx 有 二 AG. Ae 

= || æ e AC — asd], Bs <ce 
Moa © ACs} — a Cs) || ‘<I a,» ACs) — acs) | 
+ || Ae,G,) 一 Aace) |. s Se, 
这 表明 {a ,ya ?si 满足 条 件 (2. DOCI D, EE a, 一 ww. 最后, 如果 
sup |A, Cs) — s| 7,10) 
wea’,;(t — gp +?) 

= wla n ht 29,2 + 271) 

< we' {tf — 29.6 + 29)]) + 2 sup | la’, 2 ACs) — a Cs) |]. 
yh y y ORD wile’ sft 2g + 27 有 Dy0 以 及 ew 在 1 处 连续 , 即 
Hy 782) Cb. 7) 成 立 .证 毕 . 

下 述 结 果 是 性 质 2. 3.1 的 推论 ,是 性 质 2. 2. 14 的 改进 . 

2.3.2 性 质 a) TE DH) Fw — a, 8, -> 有 如果 对 任 
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意 的 上 全 0 都 存在 - -P FP St, > fh Ae, C) 一 AaCG 利 六 DG) 
— ARG), Mba, + 8, a + 2 # Skorokhod 折 扑 成 立 . 

b>) iG #5 - Hilbert 2B). WR DUD E ao 一 “在 
DIG) 上 £8, 一 8B, 并 且 对 任意 的 t+ > 0, 都 存在 序列 t, 一 +, 使 得 
Ae, CE) ~ Ae(t) BAB, -» SPC), WE DCA X G) LE Cans Ba) 一 
Ca, iF}. 

证 明 b) 是 a) 的 简单 推论 . Be LOR Rie Me, = Ce,, 
O, A, = (0, 8,.) lle, p, € DOA XG. HO. 易 知 在 DOCH XG) 

a, a = (¢,0),8,—~ 8 = (0,8). Jee a) BE DU x GE 
~+8 = (4,,.8,) > la, f) =a B. 

往 证 a) 成 立 . 对 任意 上 在 Se) U SOS). 由 假设 可 知 a) 
+ Bt) -~eG) + 8). AY =o + BERRY, 一 后 + Bates 
唯一 可 能 的 极限 点 . pe BT] A PLY, be RET R 

(Yaha: PEE Æ fF 2.2.4019.2.2.409) BERRY. 假设 
9.2.401) ARSE MWEE N, > O Ale, > 0 DI APRA (ry den 使 得 
wy ar17) > En 按照 引 理 2.1.4 有 如 下 两 种 本 能: 

C1) 存在 数列 5 < 2/ 使 得 Gd — 7%, COD |] Se eo. (AIX 
是 不 可 能 的 ,因为 由 性 质 2. 3. 1,a。 Cs) ~ 200), a, (0) — aO), Xj 
于 如 有 同样 的 结论 . 

CL) RETER] OS sl csi Csi Ny 使 得 liminfsi >, 
下 Peg 二 1,2): 通 过 到 
子 序列 我 们 可 以 假设 至 收 人 语 到 某 极限 点 +: © CON], RPS A. es 
通过 进一步 抽取 子 序列 ,我 们 可 以 假设 对 于 所 有 之 lst, 在 相同 
的 区 间 C0;,sD) ,或 [ss 或 [ss 或 [si ,oo). 但 是 ,如 果 对 任意 
bk Delish L tn, CR Si et) PEM 2.3.1 Bee, ARE TES Ya, GD 
一 了 QC 或 PG) 一 7 了 0)) ,因此 在 三 个 极限 4 = Lim, Gi) 一 
1,2,3) 中 必 成 立 下 列 两 种 情况 之 一 :a! = aa a? 一 a. 但 是 由 上 上 
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Tf ED || a’ — a’ || See, ORE PCE ST A. #2 2.2.40 1) 成立. 
证 毕 . 
由 此 性 质 我 们 容易 证 明 下 列 等 价 性 : 
2.3.3 推论 RiR DR 上 a 一 a, B, 一 BB, 则 下 列 报 述 
SET 
CI) Ee DCR’) E, Cans Ba) ~ (8); 
CI) 对 任意 的 1 C Ry ,存在 序列 Ct basi te > E ATR oe) 一 
a(t) apC) — ALE) 58,04) > 80), 8,0) > 8G-); 
(0) 4 DCR) 上 ,ay + feat A; 
CN) 4 DCR) 上 ,a 十 |8] — le] + |8]. 
如 果 我 们 定 六 在? CR, Rib a KH, 
atsi,s<t, 
act) ,s 22 2. 
由 推论 2. 3.3 我 们 可 得 到 下 述 结 果 . 
2.3.4 推论 RHE DCR) ECan, Bn — Ca, p), M 
CI) 对 a.B 的 每 个 连续 点 二 R, MEF) itafaa eh t 
sup |a. C>) 一 BI)| — sup |a(s) 一 #(s>1}, 


(an, 8.) 一 《ea 有) 在 DCR’) 中 成 并 ， 
《IE 77 对 a 或 8 的 任 一 不 连续 点 上 E OR, AUER Pete 用 
fo boop 有 
sup [anl 一 B.Gsd | > sup | acs) — BCs) |, 


atts) = 


sup |a, (s) — ís) | 一 sup Iags- — ACs-3}, 

(a8) -= (a, 28> TE DOR PRES, 
HR (tbat,  t) 是 推论 2.3.30) BEX. 

2.3.5 ERR ‘(RISE DCR’) 中 (ap — (2,8), ATER 
的 上 © Ry sup |A) 一 ACs) | — 0. GR Aal) 4 0 HP FE APCD 
天 0, 则 sup [a ts — aln] > OO,¥t ER,. 
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证 明 显然 ,我 们 只 要 证 明 

TH) — 全 (0 (3. 1) 

首先 假设 + 为 a Wie SE. M h Skorokhod 拓扑 的 性 质 知 
a, Cit, — ot). 到 在 这 种 请 说 下 ,有 alen) > ate) ,因此 由 

[a Ce, — aku, | SS la, Cun) — ad | + late) — oe) | 
即 得 C3. D 成 立 . 

Aim Sete) =~ 0,; 则 由 假设 知 APC) HO. Heft po, 和 推论 
2. 3. 300 》 相 同 , 取 于 序列 {an} 和 {nm") 使 得 ww dae tee SE te» W 
Bw Cty) — BOD, Ava.) — &@) AA A. ah BUR OB. FETA 
BCH — Bu, -~ 0. H 

| Flee 一 站 (| STB. Cee) — BO) + [BY Ge — Baw) |, 

| Cate) — BCR) | SS | Bae Cea 一 站 人 | + | Bar Cae — Be,» | 
即 得 Ba 一 PC 和 Ba 一 有 .因此 对 几乎 所 有 的 天 Fn”, 

Ug ots Hp EL E, C3. 2) 

男 -“ 方 面 ; (3. 2) 可 推 得 alur) 一 a) A ela) > alt-). 种 
(Babes. 完全 同样 的 讨论 我 们 可 得 

ay Cinw) — AlE), Oye City} — att-}, 
Hy He BPS tA te G. D 成 立 , 证 毕 ， 

2.3.6 推论 {Ritti DCR Peres S Cans Dnstn) 一 Ca,8, 
Y), # Hsup | 8.05) — Cs) j > 0,sup [PY — ¥¢s) | ~ OO, tS 0. 
如 果 Aatt) 3 0 可 推 得 AG) A O BR AYCED = 0. Asup [a ks) 一 
a(s}|— 0, Y tS 0. 

2.3.7 和 性质 ”假设 在 DCR) 中 Ceo,B) 一 《ap 对 尾 意 
a) N > 0, 令 

y = inf{e: a 0O > N R lace-)| SN}, 

N+ = inf 人 :af | => N ae la, ajl > N}, 
MER P = et ,a O 天 以 下 ,自述 结论 成 让: 


og 


CEO EDRO H, an B) > (air, Ba]? 

CE) EDR 中 ,ar Bl la, Ba). 

证 时 Ar BSA, RNY = a nE N=NU io. 
由 推论 2.3.4 我 们 只 要 证 明 

ay fy 一 

b> SR ee E ae PE BE tn poe) 是 推论 2. 3. 30 FO 中 的 
RF], WREDI ET n A ey Se, 

We > Ok A t HA ae WHER S.A cet l as 
fp 一 直达 .由 假设 条 件 和 推论 2. 3.4 可 得 

sup Ja csd | — sup fa Cx | 


= N, <N & sup |en Cs) j = N, 
rene 


M 
sup |a,€s)}| — suplan to] = N; > Na I N. 
iig aly 


RIFE SP in’) BR ee < MA 
Nx sup |an Cs) | < supla,(s)| >N EAN, 
wee sE 


REPARA. ARRES IRE T n AA h t. 
B-A E RETE WRS ie”). TEIE tar > ta W 
N > suplear to | = suplar] > N, >N, 
road i PEt 


i the] RE ER AE A Se n BA S S o H E> OR 
性 意 性 可 知 结论 a? Wi. 

如 果 坟 是 a 的 不 连续 点 , 且 存 在 无 限 多 个 Im) ,使 得 局 过， 
则 由 推论 2.3.4 可 推 得 : 

Nsupla is) | — sup |as Es- | < N. 


sai eat 
这 是 不 可 能 的 ,所 以 b) 成立 ， 
RF er ha ABE DEAR Sethe, 完全 相同 . 证 毕 . 
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2.3.8 推论 BIR DOP , Ca, s Baa Kn -> laata. 
OH FR ESL 

t® = inf fz; |a Oi + | 8,02) | ce N BK 

lo, tt-} | + 18,¢2->| Se iN}, 
Yt = infit,|a,C2)| + | 8, | — WN Be 
[at | + eG- = N} 

kat) = Tia cy tla les} * te R, 
MEBER PR Heh Bao AN FO 

C1 DOR) PHATE, Cat RN BY Cae sR BE Yond 

C1) DCR) 中 的 折 扑 ， 

Ca¥! RN BN* LY) (Ca he BE 7), 

Hp a” kN AN Al okt AY! Sp Hib ok, BB, TE ta 及 要 ”的 停止 . 

+ ode LGR HHO. Rip eh = et 及 aw GAO +N PR RER 
a RE TAAT. 

例 1 假设 

afi) 一 | 1 一 FY ese + i 一 $ Hoezo? 

aa lE) CO Tce T eeey: N= 1; 
TM e =H coth = 1, = oo, Ha = ae. al. MARTE DCR) 
中 oa, 一 ac 但 是 a, an. 

例 2 RÈ 

a, (i) = [1 十 L jal oseen 十 2 1a 

a) = Elgen 十 Haen N =l, 
MA h 一 二 = l Ba) = 1. E G = 1.4.0.) = 2. 
居然 在 DCR) P a, 一 tosan T ec， 

2.3.9 ZĘ Gf eign Rk. LAEE KJE H R A, 

sup f(s) 一 supe cs) < sup | FCs) — gG®|. 
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证 明 设 rp = i TEI limf) = supf(s), limg (x, ) 
= supg(s). AN Fo — FE FE. {BOI sup fits) = supg (s). 因 Ay 
(BG tes HEA FER. BRL We Be OE be, Dhan 即 有 
limg (ws) < img n). 于 是 

sup f(s) 一 supg (s) 

= sup Cs) ~- supg (s) = lim f Cen) = limg Cun) 

< lim f Ceen, ) — limg Cv,,) = sup | FCs) ~ gts). 

2.3.10 性质 DOCH) Lage a — sup lacs) 4) DL Ra 
sup | Aecs) || 在任 一 使 得 上 & Je) 的 & 点 处 连续 . 

证 明 MOD 一 sup | ecs3 || NC) = sup tl Aes) ||. i2 
a,—~a He & Ja). MF (4,58) RA}. CA PE C2. 4) BO. 
由 于 A fee PO oe Se eo Me) Me 《和 
N= (te) = NACA F GO). C2. 4901 > 及 引 理 2. 3. 9 可 推 得 

| MF Ce) — MCAT (23) | ~ O NC) — N*CAT'G))| — 0. 
而 A G) — t Ael = 0, RIL ED MOATT MWe 
Neat) —— N* Ct), RR M(t) > AP C2) NOt) 一 NC). Ma 
i. 

FED oe FAB. FRAT Fr ee a R e 的“ 停止", 这 在 
第 四 章 中 非常 有 用 . 对 于 a > 06M 

Salad = inf{t, eC || aR leao] 六 a}. 

2.3.11 5/H CO SHH a > 0.5, CID). 2. & 
时 ; 

(I) a Sta) dt a 的 单调 不 降 的 左 连 续 函 数 ， 

CE) 集合 VO) = (a> 0.9,.(0) 之 5 Ca) 是 至 多 可 数 集 ， 

(CNO BA Vita) = fa > 0:8,(e) © Ja), || a(S,{a)-) || 
=a} 是 至 多 可 数 集 . 


gI 


证 明 (I) WRS MC) 一 sup | es) || s MIRES a > Ader) 
显然 是 PCA) 可 测 的 ;并 且 + Mao 是 非 降 、 右 连续 . 又 
Sla) > t= M(t) < 之 4, 所 以 5S。 是 和 停 时 . 

Cl) mea — Saca) 的 非 降 性 是 显然 的 ,其 左 连 续 性 可 由 
$0) = infi: M G) 2 a} B® MCO WA EB, HRA 
MCS Ca)) a. 

CH) AAae>S,(e) 至 多 有 可 列 多 个 不 连续 点 ,所 以 VCto) 是 
至 多 可 数 集 . 

CN) {hho 是 a 的 不 连续 点 的 全 体 . 如 果 a € V'a), WFF 
TE n EI S 一 ;并且 | et) 一 4, 显然 这 样 的 a 只 能 有 至 
多 可 数 个 , 证 毕 ， 

2.3.12 性质 ”函数 a 一 5.a) 在 尾 一 使 得 a & Vie) Ha 
处 连续 . 

证 明 ifa, ae Ha Via, Mt) AE LACES 2. 3. LOGE 
明 中 的 相同 . 性质 2.3.10 表明 A Ce) > MOA), tt & J). 

MR A S,Ce) WM) <a, Re & Je), M TAH 
Ma) <a, AHE t e Saca). AP Ry W Ce) TE OR. PRS, Bred 
limintS , Ca, ) a= S, la). 

WMR o Sl, ATF a & Vee), Wj: > Se). Ane TE e > a 
(HIG z: > S EM O Ioa 如果 上 在 J, M n 充分 大 
Bt, M(t) > a, PEVA Sa Can) S t. AR HlimsupS Can) < Sa „BẸ 
limS,(a@,) 一 Sate). HEEB. 

2.3.13 性 质 ” 对 于 aE€E DH), EAG 二 altsz A Sala), 
Ml) JA DCH) A) DCA?) 的 映射 :ae 一 Case 在任 一 使 得 & Vile) U 
V Ca) 的 ae 处 连续 . 

证 明 ie a, ~a fla Vee) UV Ce), 

a> WIR, 的 任 一 子 区 间 , 则 显然 有 
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sup | Ca, rar) || 2 sup EAEI 

wila, aa <2 2w Ca, 3 ). 

Al A iaje SESH A. BY H ce 2.2. 8¢b) Af a {Cas 
OF) acer 也 是 根 对 紧 的 , ENFER EE AA Ca, os) 是 其 唯一 的 极 
限 点 . y T RGE TE., Tih Ri Caio 收获 于 一 个 极限 点 ,显然 
这 个 极限 点 具有 形式 Ce,B). 下面 我 们 将 证 月 B 二 a， 

b> ARERR 2.3.12 418, 2 S,€a,) WF S = Suto). 对 任意 
Hr S Fe & Fle) UUD, G TEP ane (t) = a(t) Ff 
Sst) — a(t) = aa) a i a, CO > ate), AE 0,S) 上 ,a 二 8. 对 
PMA > S Ae & JOP), H n FESR ai G) = mt， 并且 
a(S.) SOF PG). AIE AO = BCs) = lima, (SC t I S 2k 
EA Ay P BG PERE RY. 

c) REH S <0 a, (S,)-- aCS). MRS & Joe) iF 
fe S,—> S.-H 2. 3. 1¢b. 5) BU pee aM. ORS © Jta), 由 性 质 
2.3. 1 条 存在 序列 可 -= 使 得 wb 一 at 和 mp 一 as A 
HetWVieod, HES = 8. Ca) 我 们 可 推 得 上 at5-) || cas 
fac |. PRUE CEE ACIP PN (re bens 使 得 6 > Sa ; 则 性 质 2. 3.1 
ny ES Pe, CS. 1 和 lle CS,-) || Beat Fie aR RR Tacs-2 | 
<a. S, ise Zaye eS. Vo iba.GS,) || 2a, 这 就 产生 
TFA ASFA AB 2 BSS, CEP OP HAAI 
用 性 质 2. 3.1 即 得 tS. 一 eS). 命题 得 证 . 

iDDRY 一 laa C DCR). > 0al > OF att-} > 0}. 对 
FE a> OM 

Ta = inff jaoj Sa BY lat) | ae@?>. 

2.3.14 5[Ħ (10 T, RECEP CRD ino PRAY: 

CLO Sf e €E DECR), a — TT, (a) BR ee; 

CE) Vie) = (6>0.75_(a) > T,(a)} (ae © DCR) 是 区 多 可 


GF 


数 集 ， 

CNO) Vi€a@) = {6>>0:T,€a) E Jla) H aTi- 一 5 是 至 
多 可 数 集 ,其 中 & € DCR). 

HEAR OC 1) Smt) = inf {a¢s) |, Mi) a — om") 是 2) CR) 可 
测 , Ff Ae oe tt) SE PSY A g. h To ttt) = b ED 
i T, ECUR) Joo HT. 

(1) ha E DR) M+ € DOR), 又 Tla) = Sia) ,5 的 
单调 不 降 可 推 得 Tske) 是 5 的 单调 不 增 函 数 . 

CH) CN) 的 证 法 同 引 理 2.3.11008),0N ) 相似 .证 毕 . 

2.3.15 性质 Hee DR). Me & Vle, b VCO) H. 
a >> b, WR B > S.CB) A TD 在 = 处 连续 . 

证 明 ”由 性 质 2. 3. 12 FS. ¢ 8) 在 we 处 连续 ,同性 质 2.3.12 的 
证 法 类 似 可 知 C8) th TE e Bb ESE. PLA S202) A TLCS) 在 a 处 连 

2.3.16 TE eC DCR), a & Vie) U V'a), b & Va) 
UV te), Ha > b, WADO SIDR’) HERS Bm C8, 852") 在 
a 外 连续 . 

证 明 BEHE 2.3.13 的 证 明 燃 似 , 故 略 去 . 


2.4 测度 及 整 值 测度 的 能 收 丝 


i Ee Bg oe ee A Hausdorff 空间 ,CxCE) AE EA 
SES RA RES RH. SE) A EP PRA Borel 
c- dR, 7 CE) 为 BCE) + RSE fh Radon 测度 的 集合 并 在 其 上 赋 


FUE ie HG h: e © AE) PRISE oe © UE) BH a e H 

tn BE Sef Ca, Cd) > fe eO edad WV S E CeCE). FERRIC RRA 

FUE) 成 为 Polish 空间 . 记 7 CUED AAPA LER (0.1.63 U 
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{oo} 的 Radon jit] BE Ar ay AY 2 [al . UO HE RUA BR ROK OE) 是 
4 CE) 的 团子 空间 ， 

i fs. 20 H FG, o) GENER XE 上 的 -ETR 
v E ARX E), 我们 称 S, 关于 4 连续 收敛 于 f, 记 为 /一 和 > 
了 lu-a,e,) ;如果 存 在 有 A 二 SOR, E) uA) 二 0, 使 得 对 任意 的 
r) E 4A, 尾 意 (tT 一 Coo) 都 有 Sta) > FG). 

eR RS, KP ae Sa Be CUR, Xx ED RA 
fr f(p-a.e.). 

2.4.1 5| {unv E ARX BE), MPR RX EE 
的 R- 值 可 测 函 数 , 假设 

C1) f, —> fa.e.), 

(Pow, ey, 

Cl) RRC > 0,; 使 得 | 六 | SC Cae. nm l, 

CW) Sy fA iB AAW RRR KOR XE, 
则 


人 Fls ryw (ds dr) —|| fGs,x2)u(ds,dx). (4.1) 
D E a E 


证 明 ”因为 和 了 具有 相同 的 紧 支 集 并 且 wv, 一 一 上 +, 所 以 我 
们 可 以 假设 o, 和 vw 都 是 有 限 测 度 , 并 且 o 一 > wv. 根据 假设 ,由 [3] 


的 定理 5. 5(P34) Buf — eof. MBS fon} 一致 有 界 ， 
by 44.13 Bor. WE. 
2.4.2 3 引 理 ”在 引 理 2.4.1 BR ye KF ES: 
CV) wilt} x EI— 0, Yio, 
则 | 


{| Fs rb, tds, dz} —— [| fe wx udds de) (4. 2) 
Od E 0 
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te DOR?) 中 的 Skorokhod 拓扑 成 立 . 

HERA FRAT ER = 1 的 情形 证 之 . BRE a = 0. A 
引 [ 理 2.4.1 SOE Be > 0.4. 2) 成 立 . 从 而 由 引 理 2.?.15 知 命 
UE. 对 一 般 的 fao FE PAP Bae TO PT PET 2. 2.14 
并 注意 到 条 件 46VY O 其 知 引 理 成 立 . HER. 

2.4.3 定理 eevee 44 = {uE iets} x ED = 0 
BK 1,W ¢ 0}. Ri S/F 2. 4.1 中 的 条 件 C1) CIO MENO 成立， 
如果 odo x E) = 0, Ml 


f] Fru (ds dx) — ff flssx)u(ds ax) 
DE Nt E 


按 DCR) 中 的 Skorokhod 括 扑 成 立 ， 

证 明 ”不 和 失 -- 般 性 ,我 们 可 以 假设 CN) 中 的 紧 集 天 为 上 的 连 
续集 ;有 妈 viaK} = 0. i eC 1 ERT CK) > RK). AA, FH 
u AR E a LS. RY AR BH n 充分 大 时 ,wt 天 ) = 
w(K) A r, 因此 ,uw fle HEA EGR i os 和 岂可 以 表示 为 : 


ve Cds dar) = > Sata) Cds dx) 7 
i=} 


v" (ds,dz) = >) 8y.2)(ds.dz), 


HP em Cds dr) 是 在 点 (ft ,5》 的 Dirac 测度 . [Al Ay us FS Wk ay F 
ue s PT EA FR i a] LAERTE Ct zt — tn COG = 1 2 oF}, E 
IH, ,如果 假 设 0 一 下 所 天 所 二 后: 则 当 关 充分 天 时 也 有 0 一 好 二 


Ho o oe L E, HHB nE = | | e0 tds de) 和 r) = 


fi Tis »rjucds, dr? BY 3} il Fe as A zait) = PHAGES, 和 和 xr) 
Ou 


eae 


= Sf G..2). 下 面 让 我 们 来 定义 时 间 变 换 , 令 ACO) = 0,40) 


z Get 
= F, AGO = ita + lL AHEL D hint to e +1) E., 
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A, FESR TERS. Wl a, © A BFE tn coli = 1,2.-65r) TAD 
AGE 一 致 收效 到 AG) = 2. 为 了 证 明 引 理 成 立 , 我 们 只 要 证 明 
CAO E R, A A TR I. UR ra. 注意 到 
PAGD = D LED = SOG Ir). Ab Au), 


Pa te} ne 
n 一 1,2,… 是 有 相间 不 连续 点 的 阶梯 两 数 . BH a > 
(har an — oo, 由 人 条件 I 由 下 还 证 胡 
HPS (ACE) XR, 的 任 BTR E -BKAT r). 命题 证 毕 . 
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do p 
BCA aba ee 
加 J E 一 mv M, KWR = ii waa 


“ee 


E m 
a S oi 
E, 
D e e e 
"ei E am +" 
| ww LF a 
F r na E 
EEEE: 
EE EE 


ee es 


jis am 


到 ia $ n m os. 
KAk Eeer 
at 

EE e 
EHEER 


ee EE WH saat 


oe 


EAEEREN 


E 
se a aa 


EAEE ee ee 
Ce ee ee ee 


二 alt 


haat 
= a a 


ae HI 


= = a T 
CE Eo oe E E 
ae ee 枝 “ 汪 

= x I Eu Te : 
E k 上 =" . 
"下 aa 


em, i = W] 


EPF, 
eke AH 
EA 


FERE HL act PS Fe i R E E 研究 中 , 胎 紧 性 的 研究 是 相当 


- 章 里 ,我 们 主要 讨论 取信 于 Hilbert 空间 的 随机 过 


这 - 


BRAJ- 在 


程序 列 的 脑 坚 性 ,为 研究 无 限 维 随 由 过 程序 列 的 极限 定理 情 平 道 


路. EH a 


42 |. 


[18.35.40 
oe) BE BY) Slee ser 


1 概率 
E 44 Polish 


3 


S@CE) 为 其 Borel s- W. 72 PUE 是 (E， 


设 
3SE)) 上 和 率 副 麻 的 全 体 , 习 (ER BE LAR SRM. 2 


PWE 


Tiri P idr) — | AP idr) Y f € CE}. 


Ta 
=- 一 


PaP E CE) RP, Aaa Pid PP. 


站 


J 


(ERS ath FS CE) 也 是 Polish 空间 . 


证 六 .产生 SPLE), ao, — 2 GE EA F, 


limaupe (Fo = et i}. 


J = a 


ig 


SG AC PCE) 称 为 是 胎 暴 的 CTightness) ,如 果 对 任意 的 < 
> OFERTE K 一己 司 得 supH( 大 ) > 1 — «. 

直面 是 著名 的 Prokhorov FH. 

3.3.1 定理 FRA AC 2(E) KFS SIP SAWS 
的 充 要 条 件 是 A ABR. 

— fi th, Fe) th A E CE. (ED) 上 上 全体 有 限 测 度 空 间 
UE. Fe RU eth... UE) 也 构成 Polish 空间 . 在 定义 子 集 
ACA U 是 胎 紧 Hy» SEEN On && fFsup eck) <I oo. 对 于 有 限 测 度 
定理 3.1.1 仍然 成 立 ， 

HOO, P ERREZE, X E, F D E E- AHNE. 
U| P Æ X FTP X € PEIRE X HOA 
SOX) BR SP CX | PD. 

if X oe NM Oe Se CO" =, 7, P Lae aX” 的 分 
布 为 CX") = Peo CX) 1. NR HCE) oP By 85 UK ak He th 
LOX) CX) WX ans IAAT XIX" 一 
X., 这 等 价 于 对 任意 fC CLUE) Ep (Cf CX") > Er XD, Hp 
Ep Bone r 取 数 学 期 望 . 

随机 变量 序列 {XX"),si( 为 强调 其 定义 的 空间 ,有 时 也 记 为 
(X P hon 称 为 是 胎 紧 的 ,如果 其 分 布 {CX") be 是 胎 察 的 , 印 
对 任意 。 > 0, 存 在 紧 子 集 天 忆 E, 使 得 supP"CX" 冬天 ) < e. WE 
定理 3.1.1 可 推 得 : 

31.2 定理 FFAS CX), FESO 中 是 相对 紧 的 充 
ie eA AX) oe 是 胎 紧 的 ， 


3.2 Hilbert 空间 值 随 机 过 程 的 胎 紧 性 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 考虑 H- 值 右 连 左 极 随机 过 程 . 设 X 是 定 
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SFE SCO, =P) 上 的 史 - 值 右 连 堪 极 随 视 过 程 , 风 和 可 以 
HA RA F Polish 空间 DU) 的 随机 变量 , 其 分 布 SCX) 


E SOD). 以 下 我 们 假设 H- (RL a EX" LX 分别 定义 在 
(和 有 上 


要 证 明 KX” 一 > 三 ,经常 通用 的 方法 是 通过 如 下 步 又: 

3.2.1 C135 证 HA CX}. Be OR CBR 1S? Cx be, TE 
FCDA) 上 相对 紧 ); 

CT) E CX) Bie (XD 瞧 一 可 能 的 极限 点 . 这 种 
方法 最 初 是 由 Prokhorov 给 出 的 . EXE, ERB PRE EX” 
多。 交 的 充 要 条 伴 , 代 奉 上 述 两 个 条 件 , 我 们 可 以 给 出 : 

3.2.2 《1I) WERRC XAG: 

ee D) 


(CE) OF Ry AHE D,E XX" 一 一 一 > X, Bl 
CAT sete ow Z, CX ate Mis Y É; & D.Å & N. 


这 也 是 Xx AY PER. 由 上 述 可 知 要 讨论 随机 过 程序 列 的 
极 根 定理 ,研究 其 脸 紧 性 是 非常 重要 的 步 又 . 
下 面 我 们 就 讨论 胎 紧 性 ,本 节 我 们 只 给 出 一 般 的 准则 . 
3.2.3 定理 i X" EH- HAERE. MiX e AR 
的 充 要 条 件 是 : 
Cl) SER N > 0,6 > 0, {FE nm EC N MK > 0 HHA 
2 hy = 一 P"| sup | XT | > K) ses 
Ch) WEEN D> Oe > 09> 0, {FE m CNM > OE 
得 
ope ay -= Pe! yy CX", Se) ee; 
CH) KERR N > 0,6 >> 0.97 > 0, FFE nom E N ER 
n ny == Pef sup || Xe 一 Val || = | =. 
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a ae 


证 明 ”必要 性 {e> 0,54 Prokhorov 定理 可 推 得 存在 一- 
个 紧 子 集 天 C DOA), POX’ A K Sen Sl 对 任意 入 
> 0,9 >> 0, 5e BP 2. 2. 8b) 可 推 得 天 = SUP | æl) || loc SFR 
FTE Go 0 hem © N 

supw’ ya.) SY sup sup | ecs ~- VIL,e@ts) || <9. (2.19 
ELEH (2. 1) GR oe 


P*( sup || X7 || > K} <e, (2.2) 

Pr Ce! w(K",0) > DP Se, (2.3) 

P| sup || Xt 一 Vl XH >g) <e, (2.4) 
SEZ. Il i 


即 取 no = 1 ARIPI ~ CH) RY. 

充分 性 ”假设 条 件 CT) =~ (E) 成 立 . A BRRR X? han, 胎 紧 是 
显然 的 ,从 而 存在 天/ < eoo RO > 0 EI. 2) 一 (2.4) Roe. w 
BULK VY K'ARR MOA @ 代 8, 则 条 件 (1) 一 (有) 对 于 x6 二 1 
AR A. 

Alm N > 0e >> 0, B Ken <0 coop > 0 Mom © ON TRAE 


l 
supP"| sup | XP || > Kal) = 22”, 


= 
3 


E 


supP"| w/w CX Bay) 2> 到 | = 32: 


supP | sup HT Vin Lay ee || > = 


则 


Aw = {a © DD :sup l el) || S Korr! yla bad) SZ 
sup | as) — Paling ate) Il Ss 
k= 1| 

FI 


满足 
pone x & Aan} 


S P"| sap | AT | = Kan} -+ >) P| wn X Baw > = 
G r r>] 


+ P” 
=e? *, 


ae n i 


令 A = A Ax N PO & AD Se. 另 一 方面 A. 满足 条 件 
2.2.4010) ~ C0) Ahh eS 2. 2. 8b A. DH) 4A 
TÆ. He HH Prokhorov ÆI A HEM {X h Seba SY. 证 毕 . 

3.2.4 EM BG Pi ack FE JF LX), PRA TEE SE 
(C-tight), MRE RIE FACS 4 ha 的 所 有 极限 点 都 是 连 
续 过 程 的 分 布 . 

3.2.5 性质 “PF eR SS it 

CI} 序列 {XX"}),>1 WE SE 

CEO 对 于 {X"} 定理 3., 2.3 PACT) RCO 成立, 并 
BERN > 0,6 > 0,9 > 0, P TE n € N MO > D0 使 得 


nne = Piw CX", D D> mp Se; (2,5) 
CH> FFH ha ARS FFM N > ORe> OM 
limP*{ sup || AX? | > e] — 0. (2. 6) 


证 上 明 OC => C0) C 1) RA. M iX" ha EA R AE 
我 们 只 要 证 明 (2. 6) 成 立 . 不 失 一 般 性 ,假设 X" 一 > 多,X 为 一 连 
SWE. MER N a JK), PEM 2. 3.10 表明 sup |] AX? | -> 
sup AX, ||. AA X ER PE CX) 一 好 及 su | AX, || = 0, 8f 
(2.6) ar. 


(下)=>( 1 了); 定理 3.2.3 及 下 述 不 等 式 易 证 结论 成 了 江 ， 
fe 


=e 
7 


m, u a- 


Set r, 


wen ad) S Dre CaF) + sup || åa ||. (2,79) 
【If 由 w sla, D < wyla, 20) 和 和 定理 3.2.3 4 
(Xha 胎 紧 .下面 只 要 证 明 它 的 任 一 极限 过 程 都 是 连续 的 . 不 妨 
Be X* > XW X Bea. s 连续 的 . 因为 sap || Aa(s) || wate), 
(2,5) 表明 sup | AX? | So. st PER & J(X) ,sup | AX® || 


一 ~sup | AX, f ,所 以 对 任意 N > 0,sup | AX, || = 0,0. s. 这 表 
A] X Bea. s, 连续 . 证 毕 ， 

3.2.6 引 理 对 于 任意 的 ng 所 N, 假设 分 解 

X” = UN 十 TV 4+ Ww (2.8) 
具有 人 性质:(I) FFU" aen ARs 

CE) 序列 !Y< > FAR. 并且 存在 序列 fas}ss1 RAPER 
lima, = 0, 使 得 limP"| sup || AVE || > a) =0,¥ N > 0; 

CH) SHERRI ND ORe> OO, 

lim limsup f" | sup || W || > e) = 0. 

scl 


gr poo 
则 | {x" lnt RZ, 
WEAR {X'h 满足 条 件 3. 23C) 是 显然 的 , 容易 证 明 
wula, <2 sup | ec ||, 
w pla +H Ë, a = w Ca, g) + wrih, 20). 
由 这 两 个 不 等 式 及 (2.7) 得 
wer CRP) Soe CU 十 TD + tern CW 28) 
A wy UO) 十 2re yp OV 28) 十 sup [| AV? || 
+ 2sup | W7 ||. 
ra 


et Eee > 0,7 > 0, Rig 所 六 司 得 limsup P" sup | wW i > 7) =e 
Ha, 一 ,雇用 3.2. 3C Mem E N RIS 0.18 BY n De ne 时 ， 
fo 


PT 
Psapg1 W || >g) <2e, P| sup || AVE i > 27} < e, 


Wl n Se n Bt Pt Ce’ yp CX* 8) > 79) <= Se. SER AA (XX). 满足 条 
件 3.2.30 13. 由 不 等 式 

Hee Vl || 大 PU 一 到 IEC | 

+ | Ve —V,OV || + 2 || wei 

RÆ =~ O RAE AX” hn 满足 条 件 3.2.35CE1 :以 而 
由 定理 3. 2.3 MUX}, 胎 芭 -证 毕 . 

3.2.7 推论 Te G Jè Hilbert 2E], {(Y" jh BEES RY 
H- 值 随机 过 程序 列 ,17" ha Eii a OES ia go 的 G- 值 过 程序 
MN, 

Cl) WẸ H = G, WHY + Zj ROER AD: 

(I> H x G- 值 过 程序 列 {07",Z") hoa 胎 坚 (连续 胎 紧 ). 

EE OC LD) BRU = Z", V" = Y", W” — 0, AF HEARS. 2.5 
及 3.2.6 即 得 结论 正确 . 

CE Eg w Zn, = wasl D yw u DZ 2 
一 tw/ ,(Z", 8). Al] A E 3.2.3 及 性 质 3.2.5 BPS, FR R TE GE 
ETDOR x G- (il O.Z je 与 G- (ARIZ) AEI. 
SPY Ohe 有 同样 的 结论 ,因此 把 5I) 应 用 到 YY 2) 
== (¥*,0) + (0,27) 有 即 知 结论 成 立 , 证 毕 . 


3.3 Aldous 淮 风 [ 


Rt Fe CNET, HFT") SL EEE IB)» CP co 
HE ME OX Be LER LY A- AGEA tE. 
3.3.1 SS HFAA ha 满足 Aldous 茶 件 L4J, 如 十 
[A] SHERMAN > Oe >ORG> FEREN, 
rd 


L ri 


使 得 对 任意 停 时 序列 {Ta fal CT AW .3 = AT Ty = N, 
sup supP"¢ || Xz 一 Xie ll 2p Se. (3, 1) 


HEAK ho WE IFLA]. 如果 

[A'1 SER BRBON > 0, POR yt o E AmE 
N E {grie A p EE nTa hri Cont, AT eT, E T, 
= N, 

supP"{ || XI — Xe || Sy. to, + Ot Se. (3.2) 

3.3.2 5 | 理 if X E A (CAE ACR oer, Ale. Cr) 7, 
EE ARLES BRIE ec [0,20], 

PC xX. — Xe l ar BW} Se, z 一 2 
网 | 

PLX, — X,, || = 27, tT < 7, + @) & Ge. 

证 AR iii = [0,28]. iR / eR, 上 #- {gf eee. lr, Sp 
<h + 6& me il ft.) aol SD 27, MBS}! ET, | FD 


-Fa +O SDG=1,.2) BPH -个 Lebesgue WHE >L. 


事实 上 ,如 果 上 述 两 个 集合 的 Lebesgue MURA NTS , 则 它 
DHATI HRR A = {0ER Fa +D EnG =i, 


2) 的 Lebesgue 测度 均 > 了 6. HERA n 十 Ma + A Hae 
在 [fts + 26) AR ot: + 208] 的 测度 小 于 38, A, + A P e: 
+A 必定 相交 , 即 存 在 t ,使 得 | Fo) 一 了 GD 之 3 和 (2) 
— fD k <9 JAG || fe — FG.) < 近 239, 此 与 假设 矛盾 , 故 上 
述 命题 成 立 . 以 :上 表示 Lebesgue WE, H LIE fi En A] RA S X Cw) 
及 时 间 7.0 G = 1,2), 我们 可 得 

PC |X, — Xl 227, nsmoin +s) 


?5 


S P| HEE T |X, —X el SOS 


ro] Oz m3 | Sy 


+ PIO ET WX, — Xl SOS 
由 车 贝 晓 夫 不 等 式 和 Fubini 定理 有 
P(LOE TNX, 一 Xl > 


(3. 3) 


2 二 
<É PULX, — Xnr de 4e. 


对 (3. 3 石 端的 第 二 项 我 们 有 同样 的 结果 ,从 而 引 理 得 证 . 


3.3.3 定理 (Aldous) {PLAJ FLA] BSH. FA 
[A] 可 和 推 得 条 件 3. 2. 3C 工 ). 


证 明 OLA’ Jefa] 是 显然 的 .由 引 理 3. 3.2 即 得 L4 | 一 L4 ]. 
往 证 [4 一 3.2.3CE 7) 
MER n CN, EY EBT 
0 = E E ri = 一 和， > Ts | AY ~— AM li > F}. 
HE 
(o N) C {X — Xe, || g. 
h TETE o> OEA PHL NE LT a HAE AEN, 
Hg E N R go N, WAHE n EN, P AN SE E 
实 上 


NP < N) p Eeg < N] = D EUe — tur < N] 
i+ 1 
> DOP LN, (M0) Se 8} 


> DLP g < N} — PMN, > thy 
roa] 


> ig < N) — oI 


"6 


出 gd == ZN RHS 
P< N) ZE, WnEN, 
再 利用 假设 知 存在 5 > 0 使 得 
POON POM TOS 
因此 


pi mcnucditel|<e, VnEN. 
=] 


<=, WneEN. 
q’ 


BEERA < NA Dig < Nr < r t a) 上 ,win(X" ,0) 
<n, 所 以 Pew sX nD p SK ey n E N. REBUM. 

3.3.4 注 1978 Ẹ Aldous 给 出 一 个 简单 的 例子 表明 [ 41 
并 非 是 脸 紧 的 必要 条 件 . 例如 取 X? = 00S GX 1g <I 
<1, Wl PRG X y 胎 紧 , 但 L4] 并 不 成 立 . 对 于 ”二 gnwa E 
为 可 料 时 ), 有 园 样 的 结论 . 一 般 地 EX Æx, mj X 关 于 其 有 目 
mo RAWAM. 为 了 方便 ， 我 们 考虑 最 简单 情形 : Ca", 
g FPO = R, F, F oP) R X= Xn BAK") BRI 
条 件 3.2.3C1)、C 下 ), 它 满足 LA1 的 充 要 条 件 是 所 在 连续 . 事 
实 上 ,假设 了 不 拟 左 连续 , 则 存在 NEN,7 祈 008 > 0 Ke ADB r 
< N 使 得 中 AX. > 29) DS 3e, 又 存在 6 之 0 使 得 
p| sup IX. Xo | > 7) <e 假设 停 时 列传) 单调 递增 收 俩 于 


z 目 r < 一 r, 则 存在 使 得 Pr <r SER 
PC ll Xerar — Xl > 及 


p| ARH S277, Sr S Xl 7) 
waz È, 
这 与 L4] 矛盾 . ASE KWEN EA A G 
TF 


3.4 Hilbert FEAR eae 


FE -p ETS Hilbert 43 |e) (Ae BR y a EE 
分 条 件 . 

3.4.1 BM 设 瑟 和 了 是 定义 在 同 - - 带 流 概率 宝 间 上 的 两 
个 可 选 过 程 . a A a Y L- 控制 ,如 果 对 任 一 有 界 停 时 TE(IX.1) 
< EC\Y,|). 

3.4.2 3) EX Bee ee A L- PRY mea 
过 程 . XES FHT rse > 0.697 > O, 

a> WR A KpE. 


r 
1 
. 


P| sup |X. | = e! SE p PUA. > 0); (4.1) 
b) 如 果 A 适应 ,出 


P| sup | X, || Se] <-E| 9+ E| supada.) | + PCA. >). 
B | 22 
证 明 By P| sup || X, || Se] = limP| sup fl X | > 
e— 1) ,所 以 只 要 对 P| sup | X, || > e) 证 明 (4.1) 和 《4. 29 RY. 
For, = r A ne iilimP( sup || Xf > e} = P{ sup IX. i > 


e| simPCA, >D <= PALS D Blime| supa) = B sapaa). 
因此 只 要 就 每 个 r, WEAR CA. 1) 和 (4.2) ED ‘iy. 换言之 ,我们 可 以 假 
ike 有 界 . 
iE o = inf (s: || X, |i > eja = ini{s, A. 9) W p APE. 
果 Aap e gO pR A R A Eo HIST. 而 {sup j X, || = s} 
TIAE yp Uipsr<o) AE 
ro 


P| sup || X, il >e) SPEKTA) + PCA SD. 4.3) 


a> 假设 A 可 料 ; 则 存在 停 时 列 5, Ho FFE Elo > 0} bo, < 
a, EI > 
Pipo & rA ee) & limP(psr<a,) 


S limP€ |] Xparae, | 2 ©) 


<A limECApacne). (4.4) 
E neo " 

因为 在 to > 0} Ko, <a. BTL Apncne, S Ac, K Mra. s. REE C4. 3) 
和 (4. 4> RE By EPG C4. 1) BSE. 

b fi A dehy, AHA. 4) 证 明知 

PESTA) SPC Xorn ll OS EECA). 
MH Apare 9 + supAd,, C4. 3) 可 推 得 (4. 2) 成 立 . 证 毕 ， 

PW. D 和 (4.27 PRA Lenglart 控制 不 等 式 . 

3.4.3 定理 i X Xi Eaha Rek, uR 

C1) 序列 {六 ?ys ACTH E), 

CL) FEACX")} 0) EERE CE H OH E), 
ESI] 4 az H Bs - 

HE BH 4> M = X* Xa W I Ad l E ap EHH ti EC A> 
L- 控制. 利用 Lenglart 控制 不 等 式 得 

P"| sup | Mer >a) < 2 POM >b), Y N >O. 
因此 

Pr sup || xc > 2a] <P XS Sat S 

ri tt 
十 PCM), Da). (4.5) 

Py a (CAG) JERSE PEA RE REN GC Ne > OR p> oO, 

由 定理 3. 2.3; 性 质 3. 2.5 RE 2.2.9 WE K > 0,8 > OM me 
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使 得 
supP"| sup E KAE" | Se K] E Ë, C4. 6) 


supi” (ws EM R D SS a) < (4.73 


supP*| Sup | EM — Val KD, || De) <e. (4.8) 
MA 

CAP a = > (Mm oy = || KAT dae [Pas C4. 93 

k=1 
(4.5) 可 推 得 
P"| sup || X? || > 2a] 
Lo ssa 
<P XS | Sad + + P sup || Cay, ia >]. 
cl relay 


(4.10) 
REH b > K.H a pEi. 10) 的 右 靖 所 2. FR AR LX wi 
We FE SR 3. 2.301). 
MFO s 之 +t, 我 们 有 


< BD = MM — CM). | 0. 
因此 ten (CAD) BD 一 wyp YD. (4. 7) 表明 
sup" (iw, C¢ Ad" > ,0) E p sl. €4. 11) 


(4. 6) 《4. 9) 和 (4. 11) RETE CM") > 连续 胎 紧 . 

H nda) EF F E n an KN. WRG N = XT — Xt aes 
则 N* GE H- HAREA nR, E | 六 N = My, 
— iM. ne d- 控制 . ER e> 0 Mp > 0. KAH Lenglart 不 
等 式 可 得 


PC || Xt — Xt || Pose t+ PM"), 一 (M), Sy. 


a 
Ee 

(4.12) 
80 


LM ho HESERR OR SEIS TELE n E N A 6, > 0,16 
supP" (wy CCM") , G5) == p <= y. (4.13) 


WREE RT oo, AE oo, So Py WY 24 tow CCM") OO SL gT, 
CME Yo — CAE Ya = 7. 


所 Bcd. 12) 各 <4. 13) 推 得 


sup sup PIX; = XL PS I 十 也 
FA 7> 0 的 任意 性 ,我 们 知道 {X"},> HE SRP A I. 定理 3. 3. 3 可 
FETS (XX). 满足 条 件 3. 2.301). 


最 后 ,因为 
| A? — VIL, XX? |} 
<= AXE 一 VW if + i} dr — VTL l» 


oS 


ft At 一 有 ai 一 SS) Cad) RE ARR, BE 


=m 


S (Mh) L- 控制 ‖ am — VILA ||. EE 


"este 


P"| sup || x7 — Val A || 27| 
< Pre AX — Knn Aa l p 

+ Pr sup || Mt 一 了 oa || > 7) 
<< Pe Xt VI X || 了) 

+ P*{ sup || KAP), — V mennat MD, a Dee]. (4.14) 
HAPRO D G. D7 > 0 的 任意 性 及 (4.14) 可 推 得 当 m 充分 大 
Bt, OX"). RARE 3. 2.900. RA SE OS. 2. 8 eX}, BRE. 
定理 得 证 . 

3.4.4 5/32 设 罗 "为 五 - 值 连 续 随 机 过 程 ,P。 AX" 在 
CCH) 上 的 分 布 .如 果 {P > 胎 紧 , 则 条 件 L4]、3.2.3CI) 及 3.2. 
al 


SCE) 成 江 ,; 其 中 COH) Æ R, | H- eS AY aK. 

由 CLCH} 上 蛇 子 集 的 特征 ;利用 Ascoling 定理 易 证 上 述 引 埋 
AY SE. 

3.4.5 定理 (M'he WIE H- ARIF M 
= 0, M FFE% T: 

a> (Ad")..., EER A ; 

b> FLAT). ZIPLA] 3.2.3010 #03. 2.300) Bee: 

c) HA- 值 随机 过 程序 列 必 人 姑 } > 连续 胎 紧 ， 

d) HH- 值 随机 过 程序 列 1(M"》),>, 连续 胎 紧 . 

证 上 明 ”| 理 3. 4.4 给 出 了 a} 二 by. 由 定理 3.2.3,3.3.3 及 
CCA) 中 拓扑 的 定义 有 bal. 

WSS Du — u ou E SCAM BS CA) 的 连 
Se py) it wh Sr. $f BB oe EE ECB 1.3 第 三 部 分 )， 所 以 
UMEDE hea 和 {Ma 的 胎 紧 性 相同 ,从 而 Sd). dad 可 由 
定理 3.4.3 给 出 . 因此 ,我 们 只 要 证 明 ado). 

it, WO? 停 时 , 令 

Mes | SUP || 47 — Ad? ||’. 

对 任意 A, 停 时 oA AD BREE 8 19 

ELM e po — CMY] = EDN M ee — Me J. (4. 15) 
利用 Lenglart 不 等 却 得 


PPUM p — M > ah S F 十 PUYP. a}. (4.16) 


对 于 任意 的 => 0, RE 2 > 0 Wa RRS <>. "ao 连续 


胎 紧 , 引 理 3.4.4 即 得 对 于 {X"}ws! 条 件 [LA] 成 立 ,; 从 而 可 以 取 8 充 
分 小 ,使 得 


PORD Wawel. (4,17) 
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MRF se 
CMP), — CM" >, = Tr h — iM D] = || CM"), -- CM) || 1, 


(4.16) PACH. 17) 表明 {cwi MERILA]. MTE ME D ha M 
足 条 件 {14]. 在 (4.163 Per, 一 0 得 


PMO, > 9) < Ê + Pr{sup || Mri] a), (4. 18) 
SR MIT hoi 满足 条 件 3. 2. 3C1). EMI ho 满足 条 


件 3. 2. 3C 下 ), 即 证 明 对 任意 二 0,7 > OFF EH OLN AIBA 
=F |] Gap tE FR 


其 中 三 .， 本 EH LAE" bm 的 胎 紧 性 知 存 
E H 的 有 限 维 子 空间 H... 使 得 


Pr"|sup | MI — Pa M; | = a) = > C4. 20) 
Sp SRT EE SE r, 

EM — Pq, M").,) < E*( sup | MP — Pa Mi |l*), 
利用 Lenglart 不 等 式 , 我 们 有 


PUM 一 Pa, M) >») 
at + Ps(sup || M? 一 Pa, M: I Palas +5. 
利用 这 种 方法 :我 们 可 以 取得 豆 的 有 限 维 子 空间 五 .。: 使 得 


PEM — Py MEPE VISN. (4. 21) 
这 表明 
Pec Pal NY, p & Ey YiL N, (4. 22) 


其 中 Hi, 是 H.. 的 正 变 补 子 空 辣 ， 令 H, = A 一 He. il 
H QA = SUH, QH, HEREZH. W Pa 名 sw YH OH 在 其 


aT 


子 室 间 H: QH, HOEKE. P W HH, LAEZ RK, 
y= VP, (ME P.. (4, 23) 
但 是 
|] Pie «Mee P, || F< Pie (MD? || 3 
= TrP, > (M"), > Pi = (PMs 
不 等 式 (4. 21) 和 《4. 22) By #E 73 
PoC Pi e «Me PaL Wi Se, Vieni = 1,2, 
PC || Pato (Me Pip <e, Vi NG=1,2. 
按照 正 交 分 解 (4. 23) ,我 们 有 
P*C CMO! — Pa Bn SVS DS Be, Vn. 
这 表明 对 GC. = Haa 的 ,HC4.19) 成 立 . 定理 得 证 . 
3.4.6 SIG RX 是 二- 值 右 连 在 极 过 程 . 
a) MERA N > O fla > 0, TIARAS: 
ÇI ) lim P| sup | AX? || > al 一 0, 
Cr > lim P*(u" (LON J x {lz >a mo = 0, Yy > 0. 
by 对 性 意 的 N > 0, FHR SH: 
(1) lim timsupP*{ sup || AX; | > a] = 0, 
CI) lim limsupf (o, NIX {l zl >ap>ese = 0, 
四 Ye> 0. 
证 明 ”这 是 Lenglart 控制 定理 的 简单 推论 . HEES 
A; 一 DD Harira 


De 
Æ = uot] x ir CH: xl] >a}, 
Wl 7A eA" BY BUELL REE . AUE A EA H L- BA, AA HE A" 
的 L- 控制 . 应 用 Lenglart 不 等 式 3.4. 2a) 可 得 
sa 


| 


PCA = D e+ PALE €). 


因为 {A% > 1) = {sup || AX" > a), AFEA F AT LE 4B 
C1)=>C1) 在 a) fl b> 两 种 情况 下 者 成立. 
再 利用 Lenglart 人 不等式 3. 4. 2b) 可 得 


P*( ARS Sot iE" supa Ar) + PAR ep). (4. 24) 
但 是 AA* <= L, {supAA’ > o} = {AN Sep Al} = {sup | AX? il 
> a} ,因此 由 (C4. 24), RITA 

PALS ©) <p t+ {= +1) Pr(sup | AX >a), 

由 上 E 盖 0 和 2>0 的 任意 性 ,我 们 可 推 得 CI OSC I OG E a A b) 两 
种 情况 下 都 成 立 . 引 理 证 毕 . 

3. 4.7 定理 T LAT ha H H- HERF FI, {A hna 胎 紧 的 
充分 条 件 是 ， 

CI) {Xt}: RAH CE H AD; 

CIO SER N > OA e > 0 

lim limsupP*} (L0, N] x { || zi] >a = = 0; (4. 25) 

(H) SERA N > Oe > 0,7 > OM p E NEE ms 
me N, {4 

n ny P*(g,° U — Vpn) Uh =P Se; (A, 26) 


CN) PF PRE OLA AP SAB Fe BE : 
(1) {E} 


C2?) (Od is 
(C3) (fp. jamo YPEN, 
其 中 gskz) 二 llel —DtA17 #2 EHETE. 
H, FETA REC 11D 和 和 CE? EEX sl H R A 
G0 


要 条 人 忻 . 
3.4.8 ÆN 设 和 和 了 是 定义 在 同一 概率 空间 上 的 两 个 增 
过 程 , 称 X 强 控制 于 了 , 记 为 攻关 ;如果 对 一 了 仍 是 增 过 程 . 
3.4.9 BÆ ”条 件 3.4.7(N) 不 依赖 于 截 必 函数 有 的 选择 ， 
Bip A SRE Ao) 的 第 i 个 坐标 有 Cz) IER ox POR i TE 
ËR x’. 
证 明 假设 3. 4. 7CN) 对 满足 引 理 条 件 的 玉成 并 ,是 与 有 
有 租 同 性 质 的 截 尾 画 数 , 则 存在 常数 ea 全 0 汪 全 0 使 得 eh 二 
a, | || Sa tf AG) =k (2) =z, al Sb. Rep € N iPS 
27 户 雪 直 容易 估计 ||aA—A ll S2apg,, | koe 一 AP ||, < 2a he, > 
H te, Obes. GPE SERGE HERI HEM A AL oe A [Pe — 
AS: Il utes, th HEE SEHR. PAL (KA 一 ALD Uae, 和 (CR 一 
AP. vas, TE RAF 3. 2.301. 
因 为 
|| (A — a.) — VILA — A, || 
< fapg,° U — VIL}, : C4. 273 
及 
sup WA — Aj). (A AL) | 
< sup | Holi — Ay). — Gh AD 
+ sup | G = VIL [Gt — nd. of — = An) 27 
< sup || HG: — hy). uf — A hJ 
十 dap suple, o eF 一 |. C4, 28) 
其 中 为 R 的 子 区 间 , {JA A ee 连续 胎 紧 可 椎 出 
EI 一 hy) |. one: 连续 胎 紧 ,从 而 和 Is A — 4]. ae IE 
He fie WE. (4.26) 和 (4.27) 可 推出 (5 一 A). a TE OP 
3.2.3CH) #1(2.5). (4.28) ALPE 3.2.5) WH LCA — A). 
ol 是 连续 胎 紧 . 


S6 


了 


由 于 Bh.) = BCA) + Ch, — A). wr, 推论 3. 2.701 > 表明 序 
SLB A has; 是 连续 胎 紧 . 
Fe A YEN 1.4. 10, 我 们 有 
EX Ch) = XCR + CAB: — h22), o 
+ >) {LAB" n). 1% — [ABAD JP}. C4. 29) 


不 失 一 般 性 ,我 们 假设 ae > 1. 容易 估计 不 等 式 : 
i hf 一 AP: — V axmllax LAP? — A5: | IE 
=. || (A, — Kallan P Oo Ch Oo VA || , 
+ || Ch, — TEL) GO F ninh) 
— (一 人 工人 《FI || 
+ || CV_Th#21) 6 (A, — V alnk) 
— (¥Y,TL,A) & CA — VILA) | 
< fa'pe, o UI — V,IL C+). (4, 30) 
如 果 记 G = >) ([AB (A J® 一 (ABCA) J) , 则 我 们 有 


eae 


Var(G") < >) | EAB On), J]: 一 (ABCA), es | ， 
fy 


SS) I EHCAX Gh) I: — [Ax AY, J? |, } |, 


se 
SO || Æ ER (AXD ]@: — [A (AX D]e |. } II, 
I- 


< 2a p >) Er Eg (AX) lF] 
fa 


< 2a"p| | gp (xdur(ds,dx). (4.31) 
fa] (4. 30) 和 (C4. 310 HAA. RINA 
|G" 一 Vaxmlbax mG" | 
< sa'p| | ede — V0.2)" (ds dr). (4. 32) 
{ || AS: — AP: || |. Uo, FESERR SB BY FE IL LAS? 一 AP]. Oba 
连续 胎 紧 ,从 而 54. 30) FEAR (LAS: 一 AP]. u" jaa 连续 胎 紧 ,4.31) 
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Al (4.32) 可 推出 {G"}.>: 是 连续 胎 紧 ， 故 由 推论 3.2.7 知 
A CG Ph 是 连续 胎 紧 , 引 理 证 毕 . 

定理 3.4.7 的 证 明 ad 首先 我 们 证 明 充 分 性 . 固定 具有 引 
理 3.4.9 PE Wh Py A, HE Be CN, ALC) 
= gh(x/q), W) k (o) SERB BR. 记 

UM = X3 + M*(h,),V% = Bh) Wt = X Ch) 
Wa X 一 UT tY A W™, 

首先 , 引 理 3. 4.9 表明 序列 {VY”}。>, 是 连续 胎 紧 , 如 果 取 a 
= 1q, 则 {VY”} .> 满足 条 件 3. 2.60 1). 其 次 , 引 理 3. 4. 9 也 表明 
(MAD) 21 是 连续 胎 紧 ,因此 由 定理 3.4.3 可 推出 序列 
(Umha 胎 紧 .再 其 次 ,存在 常数 ea 盖 0 使 得 当 [lz | Sait ,ACz) 
= xz, HA æl sag Fh) = r, Hi X a) BY Re SCA A EF 
C1) RNA 

limsupP*( sup || W7 || > 0) 

< lim limsupP*{ sup I AX || > ag] 

= lim limsupP nc Lo, N ] x {lell 2 agh > e 

一 0, Y e>. 
因此 (W h 满足 条 件 3. 2.600), ik SIE 3.2. 6, 我们 知道 
{X"} 1 是 胎 紧 . 

b> 反之 ,我 们 假设 {X"},s 是 胎 紧 , 则 定理 3. 2. 3 表明 

lim limsupP*( sup | X5] >a] =0, YN >, 
AEA tk DO 成 立 . AW | Ax = 2 sup || X? | » S| 理 
3.4. 6(b> SEC) 成 立 . 最 后 证 明 条 件 5 正 ) Bae. > 


Al 一 > Ti ax vr, nar isis 
ee 


&8 


pe ET Yh ota ot Ux 


Ar= ol [0] x {2 — Vnt: ll x Vna | =} 


WA" 是 A* 的 可 料 对 偶 投 影 . 因此 A" 被 4 L- 控制 . 因为 
Es ° J —V,IL). = 3) Cp || AX — Vl (AX?) || — DtA1 
fot 


被 4" L- 控制 ,并 且 

sup || AX? 一 Vallan (AXP 卜 委 2 sup || X? 一 Volp X; i» 
PREA X" hoe RE ,条件 3.2.30 B34. 6) RNA 

lim limsupP"{ A> e| = 0. C4. 33) 
利用 Lenglart 不 等 式 可 得 

lim limsup(g, ° (J —V,IL).¢@ >) =0, We>o. 


注意 到 g, O —V,IL). o" Bg, UT — VIL). 2 工控 制 ,我 们 证 
明了 结论 或 立 . 定理 迹 毕 . 


3.5 实 值 过 程序 列 胎 紧 性 的 为 一 种 描述 


Hee DOD ,对 任意 的 3 全 0 全 0 定义 

wla, last D = sup lect) 一 ats)|, 

w'(a,d,N) = supi |a) — adl A [a — alt) |: 

OS h Kt, cn Not, — 4) SO}. 

仿照 P. Billingsley [3] (H DODO t DCL0,1])) 的 定理 15, 3 
的 证 明 我 们 可 得 如 下 命题 : 

3.5.1 定理 BX Aar, F", F PY EWEA RAE 
i. LX" ha 是 胎 紧 的 充 要 条 件 是 ， 

CIO 对 任意 的 5 汪 0,N > OTEK > ORS 


P| {suplX?| > K}] < E, Yusl, 


&9 


C1) 对 任意 的 & 计 0,7 六 0 及 N > 0, 存 在 6 0(8 二 NN) 

及 整数 no 使 得 
PC wx" ,d,N) Se e}) < 7, ee os 
(iwl, Lo eN Ses) <7, Noo? Hos 
Piw, LN ~ EIND Sep ap, H 22 Mg. 

3.5.2 定理 CI} TGIX ha Ae MES F a P) EW 
TEA R RA PLi EJT P. E i F E = PIE OF COD ee. 
(hoa CG ser» EA SE RAF 4 i > oo AT e > 0,05 > 0; 当 
J —> œ hfg — ~. FF AR TRE Sle R 的 一 个 停 
IE SP Bill CC) Dace 0 = ag <i <i vv ,limow 一 co 使 得 对 任意 的 7 
>, 


lim tim P| max Cois — da) > ô) = 0, (5.1) 

aOR Eee sen, 

lim Ga min lan — ow) < A 一 0， (5. 2) 

BREE FE Gee ACTF, 

其 中 D {Rs Se t’ sion C N. 

和 如果 下 列 条 件 满足 ， 

(supX, HR Viel, (5. 3) 

tim limP| sup |X? | > = —-0, Wed, (5.4) 
om rae 


lim limP{ max sup |X? 一 Xu, |> e) = 0, 


-rc ee E 
z ED, T pert | 


Ye>oageN. (5.5) 
WX" FE DUR PARR. 
CI) FASC HE. BUFR LX) a BC EE BR) Cg), 
Co) 和 停 时 族 (tom)) EIB REGS. D ~ (5.5) 全 部 成 立 . 
证 明 (1I) ORT RFCS. 1D 一 65.5) 成 立 , 则 在 集合 
of 


| min Goins 一 i.) > 局 E, 


RED 
wK, ,0 — 0) = Du QG). 
其 中 
wX”, ag, = max sup [Xt 一 Xy lo pn ECEN. 


ee, ott edd 


因此 对 于 S 所 1, 我 们 有 
Pow" X ag; — 1) I E) 


= Pl 证 人 三 | 十 P| min ria- T 4.) Oo]. 
ker, 
IEH] e> 0.) € NN, 由 (5.2》 和 (5， 5) 可 推 得 
lim limP Ce” ( X", sg; — 1) Se) = 0. (5. 6) 


Poo Woe ce 


所 以 定理 3. 5.1 PHIFER E AX ho TE DCR) PHBE 
的 . 

CL) 假设 -和 > XO, 为 常数 序列 ,SY Osi cc， 
使 得 PC|AX,| = &.¢ 2 0} 一 0,22 1. 

{Ems se =l EN 

on = Oi, = inftiot, + Binf lt > of; l AX] => &)}, 

(5.7) 

其 中 {diha Se A PO Se PPB A  / 2 TL 并且 
PC{AXS ag = 0}) = len 1A SO. 

通过 简单 计算 可 得 不 等 式 

wX" i,q) < & Zr CX", 8). (5.8) 
取 x™ MERAMI eee + oo, Bi ig; ta C ContX™ = ig: 
PLAX? = 0) = 1). 因为 

lim lim P {w CA" FO ep s OV e> 0,7 Sl. (5. 99) 


I +T mi 


由 55. 8) RIEA EOG. 5) 被 满足. 定理 3.5.1 表明 条 件 (5. 3 各 
97 


(5. 4) Bee. 
由 da 的 定义 容易 看 出 ， 对 任意 的 ; 
(Tig s Fh rere) ~~ COE os | oe 


PERE EA j >l 
limP| {mini 一 oh) < o) 
imap min 


<P | min Co ety -一 Cog? < pj} 。 
EED., 
[Al Ay O = ria S de, E a JA H max {kk © Dish < co 几乎 处 处 
RSZ, PTER ITE RFEA A e > O67 A ao, ERG. 2) 
成 立 . oot. REG. 1) 成 立 , 命 题 得 证 . 
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Be et 人 rere ear 
本 章 主要 研究 半 煌 的 要 限定 理 及 其 在 跳 颇 Markov 过 程 和 

Markov SEP Rf Al. EIE eRe eae. 主要 取 圭 

F(8.16.17.35.40,44,47,48,50), 


4.1 有 限 维 空间 值 半 著 序列 的 极限 定理 


EPRS SIT R- 值 半 著 序 列 的 和 极限 定理 ;它们 的 证 图 可 
BELL] AL] PRTI. 

BCA = ig > 0g RELE H LMR ERRR. H 
存在 常数 a:bt0 二 a 三 上 使 得 gtxz) — 0, | x |) Sa, || x || Sst. 

EX AXHA FF Po aF |, P LAE 
FACET 和 (Fo MA E ARA 为 具有 引 理 
3.4.9 PANEER EA FAA A E e, 
Cr) 和 (Co 第 二 修正 特征 分 别 为 C C. m A Ba 
Fy Oy eRe Ip 

oF 


| (1.1) 
WER YJ Ay RA ae SA" 4S 2 Be eR BS SP id AB", ER ie 
变 盖 的 可 料 过 程 , 并 旦 满足 8 = 0,X" 一 BU ABR. 由 性 质 
1.4. JO. 我 们 有 


BS B+ Ce herd), (1. 2) 
Keli , FETT AY LA 7B BY 
Cm Or + re — SABI ®:, (1. 3) 


[Eea 


TE EFE 4.1.1 4.1.2 PRT ARIS X" A AX MIPS 
De HAX RERET, M B,C 和 eg.v 都 是 连续 的 ,其 中 


g € C; (H). 
4.1.1 定理 设 X" 和 XX 都 是 RR ER 和 vw 满 足 条 件 
(1. 17; 半日 
limlimsup [ar | Fi a aa 0, Y EÔ, ci. 4) 


4 : 一 ete > aA 
Bo ALB wat Min]. 20,07 FIC He X ial 1. 3), Al) XA" X h5 
Fi ee Fe fF 
CI dsup 1B? 一 五 ,| — 0, Wea, 


CU)Cr+C,, Yro: 

《下 可. 相交 人 《2) 

进一步 地 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 还 有 : 
sup|g.ul — g.u| — 0, Yi0, gE CER); 

sup| C; — Chl +o, Wr o. 

4.1.2 和 定理 (Ri XR X BRAM, M PaaS. 
a) x" Xx, 

by Clo supj#? — B, | — 0, Vireo, 
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CEO Gie Yt 0, 
CI) gio — g.v fe DCR) ERY Skorokhed HFR Or. 
4.3.3 定理 it X 1 R* 信和 连续 的 Gauvss BR. BDAY ERIE 
(0,C,0),4° 4 A (A Ape JP ae PANT) S kn el. HF A 
Aye BK RGA SE ir 


cl) xe X; 
P 

CEY CX Xe] oe Ov, YrloO.,i,jad; 
Po 

CH (XX Ce eS < d, IH 


POr] X (|r| > oyr >00 (1.5) 

4.1.4 定理 ie X 4 R*- (SUE SEH Gauss BR, P EH IE 
WCO,C,0).4" Ay R fi ry BR Bh. aR 

limlimsupP" ¢ pelina OF > BD = OW eo bot > 0, 01.63 


BIE SRL E ET 
CI yx" > XK, 
CL UXr Xe -4 Cp, Wee 0,7 Sad; 
(WLM Me |, ij 所 ed 53 AMA: 


CR > GV OSE ALC. 5) 成 立 . 
Hit M 一 Xetpy 一 BY. X? BR Aya 

4.1.5 定理 ik X°* RN RERE, BRAT 
oe Ye Th ORAL A pe. Be" A OB 由 


G.D 定 广 :Cn MC’ 由 (1. 3) 定义 ,如果 


P 
(1) sup|BY — B' | ---8 0, Yt>0, 


a~- P ~~ 
CF) C’r7—-C",, Yr=> 0, 


P 
CH) gg. —~g.iu, Yt>0, g € CHR), 
并 且 
limlimsupP*€ |æ | Tia UF = 7) = 0, Y y > Qf > 0, 


(1. 7) 
则 X" x. 
对 于 枉 意 的 a 六 0, 在 如 一 DRDO be: 
S,(a) = inffé, |a| 2 a BE lat) | a}, 1.8) 
Si = S, ° X” = inf (t; |X] Ja Be | Xt | Sa}. l 


4.1.6 DER, 的 一 个 稠密 子 集 , 假 设 : 
CO 局 部 强 控制 假设 :对 任意 a > 0, 存 在 一 个 连续 增 函 数 


FCO ,使 得 停止 过 程 Vary 和 [| SC + Cel? A Dej” 
i&d mE 


mF, 强 控 制 ， 
C1) Se Ke (X,) AX pB CVO 有 局 部 瞧 一 解 , 记 为 三; 
CE> RIE EE a => DOr > G, 


limsupo| a; [0,4 A S.C] x (x, |x| > bt] = 0s 
(N) 对 任意 上 Ee Dig € CIR), DRY) CHAM a— Be), 
Ča), g. vto) 都 是 连续 的 
CV of —> 9, 
(VM) 下 列 三 个 条 件 成 立 : 
a) sup|_Binsy — (Bins, * X"| -e 0,Y t>0,a>0, 
b Ene — Cuas) Xt > LV EE Dia > 0, 


P 
c) g- AaS _ Cz. tras >} XR" 0,¥ ¢ © D,a ~ 0， 
g E€ CoCR*), 
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Wt) AX") -一 > P, 

FEE] a, bO a EOL DIR) be Y-S, 种 

S* 同 (1.8). 令 
Tale) = inf {t |a) | <b RR late | 雪村 

l = T, » X* = inii |X?| 和 上 或 |X | Sb}. 
AT PSHE iR ta = S.A Toti = 53 A TH. 

xX DR) 上 的 坐标 过 程 ; 即 六 Ca) = aa), P UDR), 
OR) 上 的 概率 测度 , 取 多 ,和 多 分别 为 DAR) A PCR KF P 
ZE HRE P ZFX KTF ,wo AER. 

41.67 定理 BA, F, F D 为 上 述 所 定义 的 带 流 可 测 空 
间 . EP F) = NDR NDR, NDR), X 
HEED) KAEH, HAE PTX AR, B,C) 
为 误 美 于 截 尾 函数 疡 的 可 料 特征 ,区 ARTD ABR 
h Wa EEE A CB", C". RR DAR, 的 稠密 子 集 , WRENS 
件 成 立 , 则 X" x. 

Cl 局 部 强 控 制 条 件 : 对 任意 a > 人 0: 在 在 单调 增加 的 连 
i om ee Fo C+), IE Var (Bye, CC 十 (Cr A 1). ve PCs) 强 
控制 ; 

C1) 3k a > b> Ot > Oo, 

limsupv(4,[ 0.2 A Talo] x fair ch) = 0; 

CI) BAIS lX), X| Xo B,C) 有 局 部 唯一 解 , 记 此 唯 
一 解 为 F; 

CN) 对 任意 的 : € Dig E CFCR) ,映射 a 一 BY), Ca), 
g.u,(a) EDRO 上 上 连续; 


C¥> An ae X; 


oF 


P 
Hda) sup] Bry, — Barra) $ X"| > 0,Va > b> 0, 
>Q, 
TY a = P 
b> Ciad, 一 CC ear) oR a D> boo, EC BD, 


P 
c) E‘ UA, — Cg. Yeas. > 5 AT —_ l Ü, krd a > b > Cs 
i € Dg € 
CT ORY. 


4.2 ”无 限 维 空间 值 半 鞠 序列 的 极限 定理 


本 节 我 们 将 研究 无 限 维 空间 值 半 挝 序 列 的 极限 定理 ,主要 计 
te H- 秆 独立 增 引 半 鞍 序列 的 极限 定理 以 及 H- 值 半 灶 序列 到 
H- {B 独立 增 量 半 舱 的 极限 和 定理， 

ie H AB Stay Hilbert 2M], iesta 为 里 的 一 个 基 , 映 射 ,， 
Vins Unser A Vaa 的 定义 和 第 二 章 相 同 . | 

4.2.1 定理 设 记 和 是 各 上 的 概率 测度 ,ys BRAF 
HY) FR ESR PEE 

CI > AHER m E€ Nyy! BURR eT; 

CI ) lim limsups., 1 | æ Vl i Se} =O,Ve> 0. 

证 明 见 [2 的 第 六 章 定 理工 的 证 明 . 

4.2.2 定理 XA X RE H-E E aR A 
WERC = X, = 0O BMA RIS I K = N” + A 
X= N + AHE X RA AETR. 假设 

lim limsup | Eip can OO, YOD, (2.19) 

[FC] 对 任意 的 入 E N, PE mini © N (EIR n n 时， 
ANY aR- {Ach X, V nln Al X -o V0LX ELN] EE., 


如 果 下 列 条 件 成 立 ; 风 X* > x. 
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CI) +k DCH) [的 Skorokhod 拓 和 ”一 也 ; 


Clo #: DUA SoH) Ey Skorokhod HEREN" = EN J; 

(I> eg YED O0, g & CECH). 

WEHE E CA X” AL XB ae UR a SR E ig ER, 所 雇用 定型 
1.4.18 RENOD AT ON) Al AB TERE WL X Be A B E DEE 
HER A MANG 都 是 连续 的 . MA RAR CT ICT RA hea 和 
A" ,m1 部 是 连续 腊 紧 . UE Bee € Cl ORD mF eg. ede R E 
连续 增 羡 数 , 由 (5EE) ERTE R. ALR PR ge BUN 
Fj gu. EEX) PR SES. TON. ATH 03.4. 701) 
成 立 是 显然 的 . 对 任意 的 N > 0 fle> 0. fle © QO, CHR Ae 
RC ER Se) 使得， 


gay <ul [ON] x [hal 二 


因为 8 ey RL FES KY PRAT 
$ra ar ~ 2 -一 : 
EE 


即 3.4. 7CEO stan. ake g E CTU. AE a > Ofl46> Of 
fe g(a = 0, | el <a F g E A 
[e e CF VY) os 
LENON] X ja — ¥,0.2: i £ VIL || 2 2}. 
H PLPC! 我 们 有 limvtL0,N] x {x — V pari || 2 — VL || 
zap = 0. ASR FC) Æ 
limlimsupg > (7 Oo Vm = Umg o (7 — Vail’. ey, = Ü, 


fe OX), 满足 条 件 3.4.7053. HE 3. 4. 7 FEU AG XX") JE 
Aa r. 

由 于 X* 和 态 都 是 局 部 平方 可 积 的 半 黄 ,人 在 条 件 LFC] (2.1) 
HEILS =~ (8) FAHER 1.4.13 MST > 0 TE m 
CN, WI 


og 


(a) H m De m A. F DCR") 上 的 Skorokhod #74} .11,A’ 
—~ TA ELOT] ERS, 

(b> 4m 2m, tt., ¥% PF DR” =" 上 的 Skorokhod 7H Fb, 
Tee mA" — TA ELT] ER, 

Cc) ME > OM g € CI CR"). H m m tog. pg. 
FE jei u < oo, jr |’. n < oo. RAH 4.1.1 DR: o Sy, 


thA > X 在 [0,T] ERE. 又 由 {%"}w 的 胎 紧 性 知 

limlimsupP”| sup | X — Fol Xr e =0, eA 
HRE 4. 2 1 HELO, T] E X- X FAM X EX h HET 
能 的 极限 点 , 故 X" X, EREE. 


4.2.3 引 理 ”假设 X*. 区 和 定理 4.2.2 根 辣 ,如 果 X" 一 > 
久 , 则 对 五 上 任 一 有 界 连 续 . 在 0 的 邻 域内 为 0, 并 和 且 在 无 穷 远 点 的 
极限 存在 的 序数 g, 我 们 有 g. -> g. o DAR) 上 的 Skorokhod #i 
扑 成 立 . 

证 明 ECL] 中 引 理 V3. 20 证 法 相同 , 故 略 去 . 

4.2.4 BÆ {8 XX Mie BE 4.2.2 相间 ,又 假说 Xx" 


= X PEIER t > 0, 序 列 {sup || Xt} 一 致 可 积 . 如 果 我 


们 记 LEO = EX 8G) = EX,, Wt DU) 上 的 Skorokhod 拓扑 
Ba > B. 


证 明 BA X- X, BELLE ERE t A J(X)(X 的 不 连续 
点 集 ), 一 > Xa 按照 {sup || Xt |} 一致 可 积 性 的 假设 ,我 们 


1 
有 Ba 一 BOCsY & FX), Alb AAR A PB xe 
(8 \o=, 的 唯一 可 能 的 极限 点 . FR RRE ha 按照 
DCA) 上 的 Skorokhod 拓扑 是 相对 紧 的 . 


1n0 


因为 supsup BC) |} a supE" sup l| XT 

SEW 2.2.4CE CN) 成 立 . 

iN > OMe > Ome. 2 = sup | <7 ,由 12 :的 一 致 
可 牺 性 我 们 知道 存在 如 汪 0; 使 得 

EZ Iron SE, Wn vel. (2,2) 
POX a, 胎 紧 ,所 以 由 定理 3. 2. 3 SFE TE 8, > Omn EN, 
使 得 


C2. 33 


其 中 全 = {w iX", s) ee). G = (sup i Xt — v.0, |l >e}. 


BeBe LHAAHEARR  HAWEOS eS ligla) 一 1， 
[ei Gea, = gg. Ale = g.v,5| FE 4. 2. 3 SHAE Skorokhod 


Miha. — a, 因此 存在 5 E C0, 党) 使 wwe.,6) < FV ne 1.4| 
H 2.1.4 RI: tHE Bae l ELN] EFE Aaa oc an 
1 E E = N {þf ia — the 38 2 10,44, 一 好 和 20 
<1 lip — DAE «4G 一 awk) & a IS pn 一 Ld. 


如 果 我 们 令 Hy = | sup MAX: -a,m 
PHD < E| > g(AX>) 


[| 
ey 


<a) — at) < 学. (2.4) 


FR o<s<r1<e, Hg WARE: Be & eo Way 
Sita 
| X71 Ced 一 X? Cw) | 


iĝi 


S KD — Xp, Ce) || + || Xie) — XR Cw) || 
+ || KE Co) 一 XR Cw) ji 
= Se, 
因此 
kX: — XT || << Be + BLT yey 
z 3e 十 ZOT yar + 2A E zag. 
AD a ey Ms ey. C2. 20 ~ 02.0 RNA 


BC) 一 Bt) <3e+ 26 -5 +5) 十 2s = lle, 
国 此 wian 和 lle Cr S no) ;由 此 即 得 wn(B,,6) < lle 
(a 六 no). AXT nhe 条 件 2. 2. 4( 成立. 

MAA 

sup || XF — Vall, X || 

Set Oise Set 265." + 221 ene 
aH. 2) 和 (2.3) 我 们 有 
sup | BC) — VIL #. Cs) II 


5 
nny 


<< supE sup | X7 一 VA XH < 4e, 


BU { 8, tara 满足 条 件 2, 2. 4C 0). te dy HE 2. 2.8¢b) WS}, 在 
DUA) 中 相对 紧 . 引 理 证 毕 . 

4.2.5 引 理 设 对 为 9 初 值 的 实 值 局 部 平方 可 积 蒜 , 则 个 
在 常数 下， 和 天 :满足 

E| supM!) < Kiat (E(M, M)? + KEM, M} 《2.5) 


其 中 人 = sup, a | AM, Co) |. 
证 明 ”我 们 只 需 就 < 二 oo 的 情形 还 之 . 令 了, = infit & 
IM.) >n RIM, M), > 4), 则 两 个 停止 过 程 M 和 {M,M)" 均 为 
有 界 BAA a+ a Flan + a. PERT nl, C 5) 对 于 MM 
10E 


成 立 , 在 这 种 情况 下 , (2. 5) 式 左 右 两 端 都 是 = 的 单调 增 图 数 , 因 
th, Fe RES n4 ce , 即 可 得 到 (2.5) 对 邮 成 立 .故我 们 兵 要 对 8 
Al (MAD) 均 为 存 界 证 之 . 

园 定 上 0, 今 ， 一 El supM'| .= = EUM, MYD. 注意 到 NN 
= [M,M]— (M,M) SE 4) BRO Sf AE [AN | < 2a .因此 
[N,N f= > CAN OF 被 2a Vari NO 强 控 制 , 而 2a Vart N) MEK 
2a°({M,M] + (M,M)) 强 控制 ,所 以 {N,N) 存在 ;并且 (N,N) S 
Aati M, M) 和 

ELM, MJD < 2ECN?) + EUM, MY) 

aum: 2EC(N,N)) + 2r 
< Ba EUM, M} + 22 <= Ba? Mz + 2x. 


(2.6) 
SY -方面 ;由 feo 公式 ,我 们 有 2 一 2M .MM 十 LM,MJ; 因 此 
y < 8E| sup |M_.M,|?! + 2ECLM AD (2.7) 


注意 到 局 部 对 Z = M.. Mielz) 一 M .(M,M) 是 有 界 

的 ;因此 入 是 平方 可 积 革 .利用 Doonb 不 等 式 及 Schwarz 不 等 式 得 
E| sup |M M1”) 

AEL) = AECZ,Z)) 

< 4E| | supad | (M, M), | < 4 yz. (2.8) 
(2. 6), (2. 7) 和 (2. 8) Be AA 

y S32 “yz + 16a? fz 4+ dz. 
因为 y <i0o, BREE ALA y< [16z + 20652 + 4a? w 2). KK, 


= 32,K, = 1062, E fey Kia? “2 十 下 ,zx. 引 理 证 毕 . 
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4.2.6 定理 ie XX 和 定理 4.2.2 中 的 相 则 , 孝 果 其 


—— X, | AX || a, V n lH HsupVartN"}, < oo, V¥ ¢> 0, il 
条 忻 4.2.2019,01 AICHE Bar. 


GE BA Pay X*——> XA a A. 2.3 %14. 2. 20E). 
注意 到 supVar(< N* >>), <00,V t > 0, HAMC. 5) ;我 们 有 


supE| sup I A7 |) 

< sup{ K [E NDI + KEUN Y} < oo, 
因此 当 之 4 时 ,序列 [sup | NT ie} 是 一 致 可 积 的 ,所 以 

lim supP"|[ sup | wz > o) =0, Wt>o. (2.9) 

Bpo >» ele 
xe. x 表明 对 X*, (2. 9) 仍然 成 立 . 由 A = EX 我 们 知 对 于 
4，(2.9) th Re, fA sup ll Ati 非 随机 ， 所 以 对 于 
{ sup I] Az | he (2.9) 意 为 ; sup| sup Ii Az i < oo, H 
sup | X7 | <sup || Nz ll + sup i aril B{supi Nii} Ce < 4 
一 致 可 积 可 知 {sup XT |} CW + > 0) 一 致 可 积 . 因为 XX 一 一 


XX" m X FL H- 值 独立 增 量 半 阮 ,所 以 由 引 理 4.3.4 接 DU) E 
的 Skorokhod 后 扑 A" — A, BYU X*} si 满足 4. 2. 2C I 7 


最 后 ,因为 没有 固定 不 连续 点 ,所 以 44 连续 . XT XR 
ar. a ata NY > N, 由 此 可 推 得 | N") “ > Ne 再 利用 
(sup av |l *) © <4) 一 致 可 积 和 引 理 4.2.4, DU HH) 


上 的 Skorokhod FMN") — EN, BH CX"). 满足 4. 2.200). E 
理 证 毕 . 
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4.2.7 定理 设立 和 藉 是 五 - 值 局 部 平方 可 积 半 鞠 ,并 且 
X 是 没有 国定 不 连续 点 的 独立 增 晤 过 程 , {X ho 满足 条件 
limlimsupP” ( ba Py pepe Of >) = OV eS 0.7 > 0. 


(2.10) 
如 果 下 列 条 件 成 并 : 


P 
C I> supl Ar — A. | —— 0, YN >D, 
sa N 
P 
CH) sup | EN” — €N"3, ||, —*0, VN>O, 


(gus g.v, Yt dg ECH), 
则 X* x, 

证 明 AX HRA SREB SY ee OER. A 
BON) 均 为 连续 , 由 条 件 (I》 和 (II) BY EA HE (At, 和 
EN" Jha AEA E. Y g © CT G), BERI g. o HRE 


单调 增 函 数 ,条 件 CE) 表明 g. o- g. v i gas 也 是 连续 
He WE BU ON} WW 满 导 3.4.7CN), 由 天 ?二 0 知 3.4.7( 卫 ) 成 并 是 显 
sei. BW N o> 0,e> 0, 存 在 4 € G, 使 得 


coN] x {Hol > 2 })<e 
由 条 件 CE) 我 们 有 
Pr{ wl Lon] x {ie > 2\)> zel 


Bas Uy Se V 


<P" |l Ba. UR — Bae By || > 2 > O, 
即 {X"} 满足 3.4.70 D. 
tty gE Cr CA) AE a> 06> OF BR e(a) = 0, | zi] Sa 
Reb, 从 而 可 推 得 
ge (fF — VDL). vy 
< bol [ON] xX {r — Valazx: la — V nnt | = aj) — Ô, 


IGS 


P| go CF — Voll.) Uy 2 2] 


< P| ig (一 VD 有 一 EC 一 Yo 
十 r go O — Vin). uy > | 


RH iX ho EAL 3.4.70. AA ESE 3.4.7 OX"): IRR. 

Ay XA) X Bb EE a PE A OY PE HHR FCI’ EOF 
CE) AR BA PER 1. 4.13.00 0 > 9; 存在 me EN, AE FA 
VF RRL 

lim lirmsup P" C |æ | E aa U7 “> p = OV g Om Mos 

TE R”, 

(a> sup ll CA? -一 A,)| > OY m I mo 

cb) Sup | I a l ENY, -一 aN, | f 0, PE Z Mos 

{c) gug. uY {< Tg E CER") m =m. 

ep ， 
国 此 由 定理 4.1.5, 在 10:7] 上 IA- OLX LY m Sm, 
oe 

这 表明 X FLX}. ME BY BERR a a. CX" OX. 证 

毕 ， 


4.3 跳跃 Markov 过 程 到 扩散 过 程 的 弱 收 敛 
本 节 中 我 们 给 出 半 找 极限 定理 的 一 些 应 用 ,研究 Markov 过 


程 座 列 的 极限 定理 . 因为 跳跃 Markov 过 程 有 很 好 的 对 刻 划 ,因此 
我 们 同时 来 研究 Markov 跳 过 程 的 极限 定理 . 
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— ££ @at ee Markov tt 2 Fl PR Hee 


AS ANTS FR TER LL Oa Ot AP BEER Markov ch ee) SRF PA 
过 程 弱 Weeny-—-ARZ ESR. MPA a E PME AR TER a oP BRR 
Markov it #2 }> F S3q 9 se Feber Dp Atal E. Re Bessel 扩散 过 
程 以 及 指数 Brown 运动 ， 

RIX). 为 定义 在 菜 一 概 深 空间 (和 ,六 PD LRI DCR 
ay tse BEER Markov olf Fill. €dte,d2) 为 A” Ay BRUM EE vaide. 
ded Hu, (dt,dx} F X" ay ASK o- SAL A a E OS A zs h HE 
论 1. 2. 7 我们 在 

wi (dt,dad = g*CXT IN "XT XT + dadde, (3. 1) 
E Pal) SoA R, 上 的 Borel Yi] eB. N Ce dy) 9 Ry RY 
ie FEE BEM) PE Cae tt) 一 0. 

4.3.1 Par) Matr) 0,20) FEJE SE DB. EEL 
分 方程 

1 —afX dt ox, dB,, 


《3.2) 
Xo — EF = 0 
有 唯一 解 SPX FRE 
Pi{m: A, Cw) > O,f = OF) — ji. (3.33 


Ed BO AE SRE Brown 运动 . . ， 
4.3.2 定理 fa" me Nadas: BiB: AP 


Ik Mia, hoe, oe +R OM Yn Y = aX eV t 
= 0.27 = f CY") ee Tl RAF AM A 

(A,) lim pg (ez) | f fy+2)— Say Caa ,ar ady) 
=al a EO WAT RE BLM 

CA) lim 3,9" (Con )| Fota) — fOrY PN" ar dT adv) 


toy 


= (f(z) 在 (0,cey 的 紧 子 集 上 一 致 成 立 ， 

CA) lim sup ez "NiCr x + dy) = 0,Y e > 0; 

CA,) /| =) =e > 0, 
则 Z Kap AR SST ON RE XX 303. 2) 的 解 . 

WEH ET PLAS E CDCR), CRD N DCR, ACR) 
N DOR) EEE PE POF ABER A, (Cw) = o, 
满足 方程 13. 2). 03. 3) ARIE A > 0, tS 0. CA,) 表明 及 "为 
EHRE. 容易 计算 X 的 可 料 畦 钙 为 

B= | aceods'c 一 C = | oca dsv = 0a E DCR). (3.49) 

由 X 是 跳 这 程 知 Y Ek EF A EE A ys, d de) 
= 2,(8,d¢,¢.02).4, 关于 了 BR o- RAE BOBBY 

vedt da = Ag Ca YIN" Co YY oY + adax)de. 

由 于 六 = Yl + a. Ge, — UD ;利用 Ito 公式 有 

z = Yp + F Y.Y + 3) CFD — fr.) 

78 
— AY A CY" )] 
= fCY + LAY x) — FO YY Cm — B,D 
+ EACY™ 4 2d — FCY* dL y,. (3.5) 

Æ tF CA;,) 表明 关于 六 的 日 然 o- 域 流 M = [LA 十 a) 
一 Fr Ga 一 0.) SEE By ea HF 

(Mt) = [EOT + 2) — frre, 


一 [| Cro +a) — FY Pag’ Ca¥) 
oN*(a,¥?_,a,C¥7. + da) )ds. 
由 (3.5) 40 Z" AY AY BE RT ER A 
B = [fy + x) — YE]. 0, 
ids 


7 | J (Yr + 2) — SCYT ) Pg" ce Y) 


«N°(a,¥t_,e,(¥2_ + dz) ds. (3.6) 
Z 是 纯 踏 过 程 表 归 2" 的 连续 靳 部 分 (2Z") 一 0, 因 此 
CO" 一 《Zr = 0, (3. 7) 
所 以 
G= | [Lo + 2 — fort Tg (ay) 
NOY ,a,C¥?. 4+ dads. (3.8) 


因为 了 为 40:,ce) Fe Be a Lg Tn EE A R, I FE 
Aa) ey. HEA 


z= fore + [| Chor. + 2) — £1 ds ade) 
= FYR + | | veal Bids ptt, xf Cy + FOV) 
tyro ndy| . (3.9) 
从 而 2” 的 跳 测度 为 
Prdt,dzx) = pl Bde a, Sf rtf ero oda]. 
(3. 10) 
EF Y HAR o- 域 流 的 可 料 对 个 投影 为 
vidt, dz) = vl Bdt ,a, ir Cæ + FOM ra port ,dz . 


(3.11) 
HERH p> a > 0S, T, Mt, Me Mi H F 


“ar 
Var (Blea) = | "tlala d {ds <= sup |aCzr)| >z, 
ù 7 Ir f 
IAT 
Cire = | tia ds < sup o(2) ft 
由 ge rtp 


Rv = 0, SLAP te SAA De Se aK FF, ,使 得 Var CB) 和 和 
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Cir. PEF, 强 控 制 , 即 4.1.741 7 成立. 因为 上 一 0, 所 以 4.1.7CE) 
BY of RE ie OA OY. 方程 (3.2) 存在 按 分 布 唯 一 解 表 明 轩 问题 
So AX EB, C.O 存在 唯一 解 5( 风 LI1JP225 FEW. 从 而 
4.1.7CH ) 成立. 由 (3.4) 可 推 得 连续 性 条 件 4,1.7CN) 成 并 .CA4,) 
EAZ 满足 条 件 4. 1.7CV). 往 证 4. 1.7CW) 成 立 . 

HERH po g > Ow > 8, 

[Brat — Berr, > 2" | 
< 


il 


[Cron +2) — SOE GYD) 
. N" Ye a Y" + dzd) — af fey” )|45 


— | | [FP Fe — fhe Rg aXe, ) 
G R aq fat Pad 
。 NCY sA” 0, CYF, a + dr}}) 

ds 


一 alf Yia o- 3) 


< sup 加 | [Fey — fC) Je" CaN" Cay ey nd zt) 
te R , . 


—atfty)) | t, (3. 12) 
这 是 因为 g = YT. S p. 同样 地 
| Cth — Cane, 0 2" | . 
< sup [A] O Eo ~ Sod Tey) 


»N'(a,v,0,9 + ada) oY] +. (3,13) 
Hy ete CA, D. CA2) (3.12) 和 (3. 13) 可 推 得 


rid 
sup | Bens _ Boara ° 2 | — 0; ny Yi Os 


pmnD 的 任意 性 表明 4.1.74M)aivb)l WEA. 
VEHTE g CCID. FIRE CGC > ORe > ORE 


(—2e,0) 上 gtr) =O, BF eg SGV peg > ot > 0,8 GID 
我 们 有 


tare ~ 
gmna, SG | ods. de) 
_ fy v| Beds a, d pee + FYLD 
J jelrl ae} Zi 
+ fie. fort soda] 
— cf | v (3,ds,a,dy> 
å yh ity e SCT Del 
C2? BG [PA tr . r) [iu bds ady) 
<hr] | [ftv + Y; y -一 (7 |in Bads ,ody 
E" Ja toa Ly EA} . 


Dt 
2 


£ 


a 
Sen 


sup | Ely +2) — firii (rT) 
ge ree d oy, pie 
MrT + edy) 


A ty 十 «| 一 filr} | PES 


cr 


Ver + dy), (3.14) 


因为 Sl Ay 十 了 | $d By HREM m 次 多 项 式 ,所 
以 由 (3. 14) 可 推 得 


Pet 


一 
员工 二 eres 


— m- 


=- 一 一 一 


Ceo Awe Sk Yan So SER RAR SEAR RE 
- ey } : 了 ZEE — fir) Z Et 

_- Sig jE FE IT EE E e > 0, 必 存在 8 之 0; 使 得 {y: TPG E ya 

Z ey| z y a © op. REAL) 12 dx -— Bee EL ERS 

式 得 到 的 . 


til 


ae 


E. U FAT -一 0. 
JAN 4.1. 70 Vic) evr. Ae bh GE FE t. 1. 7 知 f(¥") > XX 
机 微分 方程 (3. 2). HEB. 


4.3.3 定理 ”如 果 把 定理 4. 3.2 中 的 条 和 件 C(4,) HW 
CAD HE D> 0, 使 得 


sup gef Jayr [N Cee + dy) < oo, 
Set z 


则 定理 4. 3. 2 ae Re ae. 

证 明 我们 只 要 证 明 4. 1. FCW Dc) Rar. 

对 任意 的 gg E Ci (CR), 存在 常数 忆 汪 0 及 6 > 0, 使 得 g(x) 
=O,r€ €(—e2,0,3#H e aS GY peg >0.t > 0; 由 (3.11) 我 
们 有 


四 下 一 
E- D Tha = p.G| al u "tds sax} 
Pra oa {rll 


G EA g n( y” ) 
加 Be I, Je. ro rar le o_o 
e NCY? a, Yt + dy) ds 


<S “| i fly + Y) — FOYr y Jata" (a Yr ) 


- N*(a,¥?_ a, CY + dy dds 


一 -ST r y+ Yas > 一 O at, 2 
"q "oY sn A ON" (an Year Tag » of, Yaa 十 dyyds 


< Batt sup gf Iy PHN z + dy). 
oa O da 


(a, EY 
HIED A 8a — koH 
E- Ola. a OC, 
b> g >> 0 钓 任 意 性 表明 4.1.70 4c) 成 六 ,定理 得 证 . 
i1i2 


4.3.4 注 ”在 上 述 丙 定理 中 ,我们 只 要 求 atx) M ot.) 在 
(0,c0} LA XMAS. TARE REAR TERE EA XM. 
有 丁 这 两 个 定理 我 们 就 可 以 处 理 atx》 和 olx) 在 x 二 0 处 元 定义 
的 情形 , 例如 上 下面 处 理 的 Bessel 扩散 过 程 的 漆 称 系数 ale? 


= “二 就 是 这 种 情形 . 

下 面 我 们 将 给 出 定理 4. 3.2 和 4.3.3 的 县 体 应 用 . 在 以 下 的 
讨论 中 都 假设 | yrN" dy) <ioo,Wr E 50:cc). 记 

jm" (Cz) = | IN Gr, + dy), 

lr) = | N'ae 十 dy). 

4.3.5 定理 ” 设 a.、B, 和 和 定理 4.3.2 中 的 相同 ,并 假说 


(B> lim V B.g" a,x)" lar) = (cx + )/k bic 为 常数 ， 


fE (0,00) 的 紧 子 集 工 一 致 成 并 ; 
(B3 limg (ade Cor) = axr/k’?,a WHE 


在 (0,00) PYF BATE 
(B3) Sup ra|. WN" Casa + dy) — Q;n — oo,» 
Darin ie! IE 
Ye> 0; 
a 
CRO X*/a,— 0. 
of 
i 2b Sa > OM) ¥°— > Y APY ALG ae 


z — fa¥.dB, + Y, + bdt, 
y 一 上 
的 唯 -- 解 , 称 沪 线性 扩散 过程， 


证 明 iw bs SZ > of e> 0; 所 以 由 [14j Ay 8. 2 知 方 


(3. 15) 


Ws 


7203.15) ORY Be 
P{{w: Y, (tw) = 0, 2 0p = 1, 
RS Y, > 0, Y 20. 


对 于 C3. 15) ale) = cs +b ote) = Vax. TEE 4. 3.2 BR 
f(z) = 2. BCE, 和 CB4) 即 得 Ca ACAD 成 立 . 下面 只 要 验证 
CAO RRCA D BEE. 

SER ro 0, 我 位 有 


lim Bg" tad | Lf Cz + 9) — Fe) IN a raz H ady) 


一 lim 8,9" ar> | yA" Cara, r + addy) 
R 


Ae rs 


= iim Ba ye (a7 aA Caja) 


a 可 


= gCcr +6) 7 = ei, 
lim B,q"Ca,7) | [fe + 9》 — Crd PN (a2 ,a,2 + ady) 


= lim Paar (a,x) Caz) 一 b e atik = az, 


ERRE CO, c0) Ag TEE- E A RiR A, i H E 
理 4.3.2 知 YY 一 > 了 .证 毕 . 

4.3.6 注 由 定理 4. 3.3 希 ;如 果 把 (CB) RA 

CBi,) 存在 人 一 0 使 得 


sup gë Cmd) ly PIIN Crx + dy) <<, 
让 a 
a=] 


风 定 理 4.3.5 的 结论 仍然 成 尽 ， | 
đ CRO HR, bamn E. G F = R) 1 CCR), 
F, = PR 门 CORY yt = 0. 假设 X ABER ASA CCR F E g 


P) EA ESE SARE. IFAM = exp| X — L (X) j WER. Y 50, 


1i4 


PCA) — EMI, AG.-,, 
M P, ECO F O EWEA D Jo m Poy OSs 之 4. 从 而 存 
ECR, 2) PIRE D EG P, 一 产 (参见 L14] ,Pi176 
~ p178), P PAT RRM RE PARAM BME iAP 
APP, 

4.3.7 ”定理 a, 科 疡 的 假设 和 定理 4.3.2 fH. ARR 


_ be . 
(C> Him Jf Ba larim (a,c) =~ 2 十 一 :bc AL BE RY. 


È 
TE Or MATEL- - Bs 
(C) limg"(e.23o"Ca,7) — 17k}, 
(200,00) HR FERE- BUN Y.: 
(Es n 一 (fy) cc’) = 一 【五 
cC) = (Ba). 


如 果 假 设 ec > zm YS YY 为 随机 微分 方 得 


ix 


BY, lj ae +d, 


| | (3. 16) 
‘Yo 


的 唯一 解 , 称 为 a 昼 带 漂移 的 Bessel 扩散 过 程 ,a 一 1 十 Ob ¢ IS 
+ — “fb tp HE Brown 运动 ， 

证 AA OY 2 SE LR AY BES I CC ORD F 
Py 上,B 为 一 维 标 准 Brown 324). > 

M, — exp} | pdB. 一 -3 bt t} = exp lbB, — Bt} fiz, 
i Ad Aye") RRS P= M., F,H Girsanov AF fp eH 4B, 一 
B, + 6t,¢ 20 ECR), F oo, PO 上 的 Brown 运动 .在 概率 测度 
PR, EC. 16) BHR 


1 


fis 


wg — 


dY, = leud, 


| ZY, (3.17) 
Ya = É, 

设 了 为 方程 (3. 17) 的 解 , 则 由 Fo 公式 知 Y 满足 方程 
(dz, 一 2 Zd 8, + adt, (3.18) 


Zo 一 一 EF. 


M0 (3.18) 为 线性 扩散 方程 ,由 a = 1 + 2k 及 Rac DS = Sgt a D> 2, 
从 而 方程 (3. 18) 的 唯一 解 具有 人 性质 

(iw, Z, lD > 0.¢ 2 0}) = 1. (3.19) 

Ot HER T > 0, 03.19) 4 

Pile Z n) > 0,¢<T}) = 1. 
H Ê gE SC SBR HEC, Fr 土 , 户 和 了 是 相互 绝对 连续 的 ， 
从 而 有 

PC(e,7,(w~) > 0,2 TT) = 1, YT > od. 
因此 Piw: Z n > 0. > 0p = 二 1. 因为 YY 一 在 省 90, 所 以 有 
Pilwe.Y,(e) > 0,222 0p) = 1. MALAY, > oe > 0, BRA 
程 (3.16) 有 正解 . 按照 假设 我 们 只 要 验证 (54 ) ACA.) 成立. 为 
E, RER foe) 一 二 ,和 定理 4.3.5 证 法 相同 我 们 知道 命题 成 江 . 
定理 得 证 . 

为 了 给 出 定理 4. 3.2 对 于 广 是 高 次 儿 项 式 情形 的 应 用 ,我 们 
给 出 下 一 定理 ,当然 这 一 结论 可 由 4. 3.7 直接 推出 . 

4.3.8 定理 ” 如果 将 定理 4. 3.7 PHARCO RA 


(cm C1) sup g| YN Cr + dy) < o, 
<a E 


(1) sup ax] yN" Cz, + dy) ~ 0,7 — 00, 
elon |y | 一 上 


We> oO. 
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刚 CY*)? + 7,7 满足 方程 
(dz, = {a + ob / Z,)dt +27 Z.dB., (3. 20) 
Z = &. 


证 明 OGY 满足 方程 (3.16), 则 由 o ARMY’ 满足 方程 
C3. 20) ,定理 4. 3. 7 PERR HAY EG. 20) 的 解 为 正 . 在 4. 3. 2 中 
R f(r) = 2°, HARI FECA, ACA.) 成 立即 可 . 在 这 里 
ale) =a + 26/4 elr) = 24 a. ER r> 0, REESE IC). 
(Cy) WCO O 我 们 有 


limp,q" (Ca,z)| Lf Cx 4 y) — FIN Corsa + ady) 


= limpB,g" Cea) | (2ry + WON" Casa, + dy) 
可 一 = uo E 


= 2x lim Paar Canam” (ard + lim Prq Ca TIT CAT) 
= 2xk| ge + 8) 41 = 2bx +a, 
x 


limga" Cao] EFC Fy) = FODEN" Carat + ady) 


lim B,g"Ca,z | L2ry + y T N" Carane + ady} 
fn 


= 42° lim 一 人 
m "aon a, 


glar (a,c) + 4x lim Erg" (a,x){ yi Naz, 
mee oso " R 


ar + dy) + lim Peg (ae) | yN Caz aa + dy) 
= 4’, 
Hy ee ce ERR ECO.) PET Ea Be 4. 3. 2 4 
命题 成 立 . 定理 得 证 . 
对 g Crd, N” Ceda) FEIN FRE: 
(Py) CLO dimg’ Or) 一 人 人 co) “loon E 1, 
C1) FE AUR) 上 的 概率 测度 Nco ,dy), (79 


iif 


| Nody) < ep 对 交工 后 R.,| yN" (Cr,dy) <I oo, 
最 


A 


m on) = | yN*(oo,dy), g’ (œ) = | ye Non ,dy); 
(Da) ik, = [g Coos" coo) k, > > 0, 

limk, V ng (om oo) = k; 
CD) lim zig" (rm (az) — g" (oomoo) ] = c > 0; 


Fo 


mao a 
ae ek 


(Ds) sup g 人) Nz, t + dy) < co; 


ol a 

(D. Rk Ra/ Jn 0. 

4.3.9 推论 MB, Sna, = v /k, MR Me > >, IE 
FEDD ~ (D) 下 ,z > ¥. HP Y 为 方程 (3. 16) 的 解 . 

HE AA 首 完 注意 到 以 下 事实 : 没 { 人 fr WR. 上 的 实 值 
ba LH! . SHAR limf, Ca) = a, Milima Anrik) = @ TE (0,00) 的 
紧 子 集 上 一 致 成 并. 下面 我 们 只 要 证 明 4.3.7 PRBS AA. 

CD. FY ETS CC’) 成立; CD, FR BA CC) 被 满足 . 下面 验证 (C1) 
和 (Cs 成 立 . 对 任意 zz > 0, HD) ~ (Do 可 得 
lim Vo Ho Co im" (a,x) 
lim nPE n rk nv n rk,) 
& a £ 


= — him 
ri H- 


+ lim y n glom’ ion) 


A = 


“Lg TY x/k, mC n ESR) — g*Coo pin" (oe) | 


Tis 


Hmo” enr lar) 一 d 


H BR 
上 述 极限 在 (0,020) HF E ko BBE BICC) 各 (Cz) 成 站 .出 
4.3.7 TH BASE. 
4.3.10 HE E 
ED lim Yng(/n am /n zy 一 sr 
fE(0,00) AR FRE Pear. 
CR) hmg’ Mn ate n x) = 2 
FECO,00) HET E |: OROL, 
(E = (B Ck’) = (B), 
CEO Xi/ -E00, 
nt Xf n eB Wy - -2E Brown iz ah, PR e” Ar JLi Brown 
证 明 SY = e" Wijgh feo ArAnA Y HAE 
dy = Y,d B, + L Y.dt, Y, — È. 
取 F(z) = 2, ie RIRE 4. 3.2 Pa PES BE ,所 以 
由 4.3.2 meia HE. 


=, En eK Markov of #8 E py te ig 42 |G HK 


本 小 节 将 研究 非 时 齐 Markov Bk ch Ae Ae a ei Be eS BS A RY 
的 一 般 性 定理 ,由 此 可 以 证 明 经 验 过 程 到 Brown $F A ERS SF BE 
Markov 过 程 到 Brown 游 {A 98 Ur ak. 
HiX ha Ape ES BC, PP) EAS AERP SE BEEK Markov 
ial EPPA we Cdt,da) AX” AY BE BE sv, (de,d2) 为 tae (di,dr) RF 
419 


X 自然 oj- 域 流 的 可 料 对 偶 投 影 , 则 由 定理 1.2.6, 我 们 有 
bd CX dt), (3, 21) 
HPN G, idy) AR, X R— RSS REME, AN"; {zr}) 
= 0; Airdi) H R — R, 的 o- APB ME, A A, upan. 
很 设 Acrid) < dt (Lebesgue WE), Wl) A (rid = g "Ct, odt, 其 
中 g(x) WRX R LAAT Mw. TEG. 21) 可 改写 为 
vu dt ,dx) = N" G, Xt y X72. dre tt, X; de, (3. 22) 


在 下 面 的 讨论 中 均 很 设 | | x [dsdry <lco, Yt > 0. 


4.3.11 定理 jha, o oG, WRX REGIE, 
使 得 随机 微分 方程 
村 大 ,一 全 人 十 GE 和正， 
X, =£ 
存在 按 分 布 唯 一 解 , 其 中 B 为 一 维 标准 Brown 运动 , 并 且 假 设 :对 
TEN > 0.2 六 0 下 列 条 件 成 了 并 ， 


C1) sup 


(3.23) 


os yA” is æ; + dy) — atsa) |— 0, 
R 


m- OD; 


(2) sup rs, x) | yN" es rT dy) — {srT) 一 站 
ales R 
nH- OO: 


(3) sup qg*{s,x) ys rit + dy) — 0, 
ale yje - 
now coo, Y e>> 0; 
(4) Xp— +6. 
则 X* ——» X, Bi X 为 方程 (3. 23) 的 唯一 和 解 ， 
HEAR ” 同 定 理 4. 3.2 的 证 法 类 似 , 故 略 去 . 
FHR alt, t) 和 ott, xT) Wg ke SL TE LO of XR EHIE 


i20 


人 


™ 4 


eT es te 


MCT > OWRD GE e 0,8 SS oe, 8 不 同时 为 0), 使 得 对 和 任 
Hae R lim (T -- yalt) lim cT — Ho (t,x) TQ eA H E. 
BR La ad IT AE 

dX, = alt, X dt + oit, X dB. OFF tT, 


(3. 24) 
iX =É 
ELOT x R EREI E-MAX H A TA AP 
limX, =, a.s. €3, 25) 


4.3.12 定理 MER SLX" = CX er NOS, 
A>. PO ERER Markov 过 程 ,po 为 其 目测 度 ou. Aw, EX" 
oe s- Shit Ay BPR LE WE A ded) 具有 形式 (3.22), MY t 
ao Xt 5 Xi 同 分 布 . 如 果 对 任意 的 交 一 0 所 工 , 和 定理 4. 3.11 
中 的 条 件 (17 一 < 作成 立 ; 风 入 一 XX, 其 中 六 为 方程 (3. 24) 的 满 
fi C3. 25) 唯一 解 . 

证 明 “任意 取 定 0< 吕 过 二 在 L0:0 上 ,因为 

X” = X} 4 x.y, = Xg F we. Ce, — Ua 4+ Z. Uny 
haa Xe ga EH CB" CY) = Cr. u D uO MRRP 


二 覆 正 特征 为 GC" = 2? un 下面 验 证 定理 4.1.1 中 的 条 件 全 部 湾 
E. WIE a > Ot Sl eB 


in S 
Vari By. = in “lats,aCsdobds =<. sup jals) | +2, 
a roms 


ae ` AS, l . 
C e = Cee = | ets, us yds DT 
0 HET: 
st 


ETA Ja RO eB ees eR 11. 60 moet a. AA v 
— 0, AACS. 24) ee 4) tE- A, BEA 11 JP 225 Pee re Rek 
ti) BE Sa (2), A EB, CO AOE. Halts. co) 和 oats,X) ERM 


ah Bt a— Bila), C (a), ¢.0, 00 <p) E Doe] ROCE e] LG 
连 堪 航 函 数 所 组 成 的 空间 ) E Skorokhod 4# fhet. FH HE 


了 2 了 


t UER F 4. 1.6(W) 成 立 . 


Yab n =S ADOT = Sr AP, 则 对 任意 0 过 1 所 p, 
| Be, 2 — Biar a X” | 


< [Jar A ti Xag INC A Xa Xe + dy) 
— aks AT, Xi,2-)|ds 
<p sup wz yN'(s,aex + dy) — ats, Tt) | , 
leiea R 
Ep 


| Ème — unn © X" 


<= p sup gts, x>| yN" sz; -+ dy} — os.) | . 
ikea R 
Lif 


由 假设 条 件 即 得 


F 
sup | Bza” 一 Bnr o 天 "| — 0, 
st d az 


Eme Cin» Xt 0, Ost pg. 
又 对 任意 gr E Ct CR) fETEG > 0 Re> 0,189 gir) = 0, jx 
< eg 反对 任意 aa > ota. 


Fo mt A tT 


ear 
<6] | lds,dz) 
a i || pee 


I 


Tak 


G AT 
— i xy Cds,dz) 
E Jn [lzi ee} 


< 


LIO 


sup g” af PN” ' Cs gz + dy) — On — oo. 
Irisa ily | et 


h E 4.1.6.7E[0.0] EX" X. OX? = Xd... HIER 与 其 
同 分 布 ,因此 在 [0,o] 上 也 有 RX" — Xx. 
MP STS X = Xp, X= E Mea GT WER N > 0， 
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sup |X? | < sup | Xel + sup| X2,,1, 

W wi" GE) = te mw ON pa DO 十 ze NLA ap. 
由 于 (MX ps fe Al (Xa hast Hy A He B., 所 EA 由 xe 理 3. can 3 rail 
(Xt ae AG. 

对 任意 的 0 = oto i o L a E h C T, A EIE HE AT 


of 
CAG AT peer XT) CX, Ae, ， XD, Riz TTE R EIR 5 =f 


ana- a . 
< Lis 由 ERTEKE Xt sr ,2 一 一 一 CX, Oi Xd > fi Xa 


k— 


ge? 

-= se. = A, = AG he, 一 二 = Xa = E,W Xoe E MCX? XY eee 
Sf 

Xr I 《以 X ELAT base HE — nJ BERS ARER ,又 


CX" hen: BARE HX" 一 > X, 定理 证 毕 . 

下 而 我 们 给 出 定理 4. 3. 12 的 一 些 应 用 . 

BEER Markov 过 程序 列 到 Brown HF t (Brownian excursions) 
HY 5S Hr ot 

BT > O tre Rad Pa aL ot FE 


D =[|3- pe \ de + 2X, V 0tdB., 
i (3. Z6) 
Xo = Ü, 
INT FE 03. 26) ME — REX SLT, HAUA 
POX, > 0O,0<a8Iearj>=1 (3.27) 


和 limX, = 0, Pa-a. s. a Ke Po HAREE W = (ww ALOT] E 
的 连续 函数 ,rt = eT) 一 Dr 全 0 人 0,T 上 的 概率 
测度 ,内 此 茸 件 53. 25) 成 立 . 

43.13 定理 BEE X00 st T 满足 4.3.12 中 的 
条 件 , 又 假设 We 一 0,0< < 了 工 ， 


CI) sup 


O5. oS. 
ree 


r o ' 
g's,7)| yA" CsyTiT + dy) 一 |3 — ro | 


— 人 


(2) Sup gCs,z)| SIN Cs, TTdy) — dx | —0,n — co, 
(3) sup gcse) | yN CG, zx + dy) — On — co, 
Tara {ly | se} 
Ye 0, 
(4) xn Oe 
of 
Ey A" ——» X, CH X 为 方程 (3.26) 的 解 . 
证 明 ”在 方程 (3.26) Palar) = 3 一 BE _, 00s, x) 


=2¥2V 0. esl, f= 0, 即 得 lim(t — Ta, r) =+ 22 存 


在 . 由 (3. 27) 知 定理 4. 3. 12 中 的 条 件 全 部 满足 ,因此 大 -二 > 区, 工 
WC3. 26) 的 解 , 称 为 Brown HX. 
(4.3.14 定理 经 验 过 程 到 Brown HOB 
设 (Eber E i id. 随机 变量 序列 ,和 服从 (0,1] 上 的 均匀 分 
布 . 对 任意 的 上 E Fo,1], 令 


MP = Yleen» Vi = af n CXT — tt}, 
+1™ 1 


W r" lo.1] Eee, H V = VI = 0. BLE), the, Be 
0,1] ES SS, RRS EE Be 万 [0,1j,V? 与 V3_, 同 分 布 . 
Ff AV" 的 可 料 特 征 为 


— I VW 
C =o, Er = [|i -4 jas, 
0 “ntl —s) 
edt dag) = |» 一 fon =! leases (de dde, 
《参见 [16j 性 质 1-3. 36). 
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对 于 Brown #F als,r) = 
C(O,ld.a T Os 有 


[一 一 ,ez) = 1, HERH E 


sup q's, of yN Lses + dy} — ats, x) 
HEF 
— r 

= SP |- 757 Tos|7? 

Ve @ 

Sup gs,z)| yw Ns, rir + dy) — o fsa} 

BEF * 
= a — ÜQ, Co, 

“nCi—#) 
SUP gs, | yN Cs cir t dy) = OY = E 
[Fie tlylee Te 

、 Le 
所 以 定理 4. 3.12 中 的 条 件 全 部 成 立 , 因 此 V —» X.X 为 Brown 


ATF 
三 ,Markov 4 Æ F| F| 4r te ot F875 ke ak 


本 节 给 出 了 Markov 链 序 列 到 扩散 过 程 弱 收 钱 的 - 艇 性 定 
H, 利用 这 一 钙 论 ,我 们 证 明了 对 称 随 机 游 动能 收效 于 Brown jz 
jh, Ehrenfest #24 95 aA J- Ornstein-Uhlenbeck 扩散 过 程 . 

设 Y Wy Markov $E. PBEM BE PCa dy) Aata 为 正 
WF, 8, boo wn foo, S XT = Yten W X* A GEBA A Markov Beat 


程 , BRE (S| i X BRU EMR EMBL 2. 3 容 
易 计 算 sr 关于 XY 自然 o- SNS ED RL EE A 


dtsdx) = P(X ,Xr + dz) Ye (E) CAD [iptek } 
4=1 


7 


C3. 28) 


s> 


425 


a,x) = ARE IP tT dy}, 
tr) = ARE —ayP,Cr.dy¥), 


[arp O. CB AB 
Bt = | a (ds = | a CK" ds, 
六 


a 


o CA tle > n o 1l z a 
crs P| XD Fatx?) ds 


eN, 1 
一 | | XY) 一 Bit K ) las, 
则 B+C 关于 A" AY BR o- RT A Hy Abe ae. 
由 Y. 的 Markov 性 我 们 有 
a XD = Bf Cy 一 XDP dy) 


= B| Gy = Yid P.Y sady) 
一 Gp ELY aa — Yisa l Yed 
TH 

R 一 | a, Xr)ds 
a 


LB EB, . 
= fn j. E, LY te ta — Yip.93 (Yta sdds 


[ae] 
一 E -LYT+1 一 Yi | #7 lds, 
tt 


Hp? BY We co WA. 于 是 对 任意 + 之 :之 
EB? 一 B; |F tan] 


Cee] 
一 E,| | 5 En (Yig — Yin | opdr Figy | 
CA, Ia a 
= E,[Yta+. 一 Yeal Fie dr 
[Rs 
Lae] 
= A > CY 一 ¥*_)|F tea | 
了 一 [站 ?十 | 


一 E,| Yisa 一 Yis l7 了 | 
= ECX? — Xi |F tes) 
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BP BCX? — Bi F ip, = XI — BY, jk Ro] XX" B" fA— Pie. 以 
FR AT Be FEE ERE CO ORE Yi — Yin Cka > 1, MI 
存在 截 尾 函数 户 ,使 B 一 h. 

fe] SH. FR tH By A ak a Ce? — Co 是 鞭 , 国 此 

Cm = hi + >) (AB), 


4.3.15 E Bata) AR CERAR ol 为 用 上 单调 
8 00 AY IE E wy A. TS PL A PE 


AX, ~ ai Xodi + 3c CX, db,, 
C3. 29) 
(x. 一， 


存在 唯 -- 解 . Cr) 和 和 ofr) 的 定义 同上 . 假设 对 于 任意 人 NN > 0， 
E >Ü, 


sup |a,€7) — a€a2)| — 0, nom, (3. 30) 
ea 
sup [oxy - of (ad | — 0, no, (3. 31) 
1 
sup P,P, Cr, |r — y| > 6) ~*~ 0, nem, €3. 329) 
Je [EN 


WEY" HL PCr dy) 为 转移 函数 的 Markov 链 , 定 义 一 Yi 如 


BY, + 8, 则 XX" > XX 为 方程 (3.29) 的 解 . 
证 明 ”我 们 只 要 验证 定理 4. 1. 6 中 的 条 件 全 部 满足 即 可 . E 
ata) Mer) 为 连续 国 数 ,所 以 对 任意 的 和 全 0 全 0， 


(Var B's), = | “|aca(s)> |ds 
= [f jaa A Sa) lds < sup ated} er, 


LAA 
Cre 一 | “SCats yds <= supa’ (e) «Ft. 
H r Sng 


从 而 局 部 强 控 制 茶 件 4.1.6C1) 成 立 .由 vv 二 9 即 得 4.1.6(t1) 成 
F., RECS. 299 TTE E — BE A Re BS CX) XE BCD 


在 在 局 部 上 唯 -#., B 4.1.6) 满足 . 由 Bca) = | atacs ds, 
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Cla) = | ececp)as E ale) 和 olx) 连续 性 可 知 条 件 4. 1. 6) 


or 
WAM 到 一 ”~ 人 ,因此 我 们 只 要 验证 4. 1. 60D RY., 
对 性 意 的 Df => Os 
sup | BT, ss — (Beas ) o A" | 


TAA SEDLA 
= sup Bf | — Kr. PCR ,dyydr 
2 3 
— al" ddr 
D 
sA S? 
<sup/ Bf hO XOP- dy) — aC Xt.) |a 
SAST 
+ el A | AS” sada fy = ALP AX sd de 
<f ARE = tase IP CXE sr sdy) 一 aLX as?) dr 
AGAST) 
+ sup | on, HE. Ver — Via | Pe) [de 
= sup la,(2) — a(x)! +2 
+ M, sup| As A SD — [BCs A SDI)» (3. 33) 


| Can se (Cras) eX" | 


[Bh SY 1/8, ] AST 
= | [EX — Faa jds 一 | “CR dds 
# i 
as Ast 
s f la) — X> [ds + f gi (X"_)ds 
0 PAA SVS, 


ELSA STAR 
+z, an (X dds 


< sup lore) —o%(2) | + tt Mal Pale AS 一 [PC A S27} 


fr fs 


+ g Supala), 《3. 34) 
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Lop M A M 为 正常 数 . ARRA FG. 809.03. 319 ARB, boo, 
我 们 有 


P 
sup | Bia st — (Bens ? a X” | —+ Ü, 
ee 


P 

Chast 一 CORTIS. e A” —---* y 
BU 2k fF 4. 1. 6C da), b> BR AP. 

LEE a > Ow >OoReg ECR. Tse Pr oRG> 0, 
4 r € (— ce) Bj, gir) = 0g irn GLY x © OR, ACS. 28) 


B+ HAs = =|" T girn Eds, dr) 


<6)" ‘| P, (Xr Xt. +de) De FORCOHET 
HET "n 


=ef Ps Xis- + de) 
ad |zlse 
Sed | AeA fites g} 


Gf" sup P. lz — yl Bed Def $) GOI ang) 


FIE k=] 7” 


= 
= GLA] + 19) sup Pa Cy jy — z| E E) 


— Gg etl + | . sup PaPa Cy |y 一 z| =E). 


从 而 由 条 件 (3. 32) e ias 一 > O, BI 4. 1. 6V0 成 立 , 故 由 定理 
4. 1.6 bea ae. 定理 得 证 . 
4.3.16 例子 。” 对称 随机 游 动 到 Brown 运动 的 弱 收 敛 
设备 ,So 为 -一 列 独 立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,其 分 布 为 


PE, =D=Pé,=—-D= TON 为 一 列 正 数 ,并 且 a 下 0. 


4 YE = ol? SER S1,¥3 = 0, W Y” 是 Markov 链 , 其 转 称 概率 
f= 1 


zs 


函数 为 
PC jal’? Cj + idal/?y 
= PYE = G+ ide? Y; = jal?) 


= POE = jal? 84. = Yi = jal?) = G 


P Gat, G — all?) 一 六 


m SSF ERA > 0, RAEN fen Ne, <Ce?, OP gn lS N 
ET, 

Plr, |£ — y| >e) =O. £3. 35) 
RB, = GoU A too, H G. 35) 知 对 任意 上 > 0, sup AP, l, |a 


— y| > eo) 0, BU REG. 32) 成 立 . Ac enal, =H l, 
2n) AR POPS Te. 对 任意 的 x E R, A 的 任意 子 序 列 
(aT hep 满足 Fan? — a, Mi 


ancien!» = | Cy — jal) Piel? dy) 
naw 时 


= LG + Wait — jal] + [Ci Da” 
— mJ} = 0, 
Fhe) 一 get + De — jee + [Li 一 Da 
一 j,i? Py = l. 
Al tblima, (jaa) = 0, limo? jna?) = 1, XAR a, (x) Fl ol (x) HE 
RAEBRTRELO HRT OM 1, Y = 0,Brown 运动 的 
漂移 系数 为 0. 扩 散 系数 为 1, 所 以 由 定理 4. 3. 15 即 得 X" 一 > B, 
X = Yla B 为 一 维 标准 Brown 运动 . 
4. 3.17 AF Ehrenfest 模型 到 Ornstein-Uhlenbeck H H 
E ey BS ie 
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设立 为 仅 取 十 1 和 一 上 两 个 值 的 随机 变量 , 令 = 之 ;各 设 


izil s an IAH. 


+1]. z! 1 — a 
Pla. = Zt) 一 i (3. 36) 
aes 
2 Qn 
HEXA ZZ 为 Markov 链 . 这 就 是 Ehrenfesl RH, {h,e 为 正 


HO B ha 4 O. (Baden: BIESH, ELBE AL At AEB, > o > 0,52 > 
B.A Xt = haZte 如 果 AYE —> E, NY Xt SX, He KH 
Ornstein-Ublenbeck 扩散 过 程 :, 它 满足 随机 微分 方程 
dX, 一 一 BX de + od B,, 
{xe 
其 中 号 为 HERE Brown 运动 . 
WEE OY = 4,27, M Y" 19 Markov 链 , 其 转移 概率 函数 


为 
POA, C7 + 134.0 
= POY) = G+ DA, YE = JAn) 
= P(Ẹ = |z = j) 
了 Ha 
= (1 AA 
— lf; 2 
= 41 $), 
同样 计算 得 


Paih G Dhd = 5 [4 4 rae 


由 于 下 .二 0, 所 以 对 任意 ec > OFTEN > OES nr SNE, 
leal <e AM Pitz, 工 一 名 ea 0, BT 4 a Nit sup, P, (a; 


Iai 


la — y| See) = 0, Ok FEBA (3.329 成 立 . MA = lihen DS 1, 
了 一 士 1]， 土 2 …} ARM MBPS OER zE REBT SI 
{ tae: C A 满足 条 件 hhn or, 


an nh = ARE 一 FaR IP. Cah sdy) 
= A + 1h, 一 inh 1 一 ia} 
a _; dn 
+ Eija — An jh 1+ a | 
=— 一 Pa inte 一 和 一 一 Ba. 
(jj = Bal Cy — jhad Pa Celts dD 
= FB CG + 13h, — | 1 一 a 
a jn 
+ (Cj. — Iha — jha] £ + a | 
= Bh? — o, 
ch SER EP RHE M (x) 一 一 fiz, ala) >a RBA TR 


BRR AmE, Ba cE BE 4. 3.15 SE X™ HK SP 
布 绊 收敛 于 O-U 扩散 过 程 . 


4.4 PALS ASS 


PEE BREF PY X ha HSA T ER OX Fe PO Be 
eA), 依 分 布 收 化 于 局 部 有 界 可 料 过 程 A EAE 
下 随机 积分 五 ". X" 依 分 布 收效 于 随机 积分 五 . 和 ?这 就 是 我 们 本 他 
要 讨论 的 主要 问题 . 
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— + #& UT CUniform Tension) 性 


4.4.0 FEM WX SE LY ER eB] "PO 
AYE RR ee FETE He PE BS AS H 的 集合 : 


H” = Y; 十 Dr: iv ETIN IS)s 


其 中 Y; 是 zy 可 测 ， Yr) S10 S y yc oe = t ALO.) 
oe “PBR FOIA}, 被 称 为 有 具有 UT 性 ;如 果 对 任意 


t> 0， se| | maxi) ,n> LH" © BY1 胎 紧 , 其 中 OX) 表示 


eas 的 分 布 . 

4.4.2 定理 B XREF, F, PM LA BEART, 
WY X Zo -F BRAY PERE SRF OX AA UT H. 

WER APP 54 |] 定理 12. 24 的 证 明 . 

记 ST FIG on FPR eae I HBA: 

E 一 Yr 十 Sr; Ty ,C5), 
对 任意 上 之 1 好 是 特征 函数 Teor 的 有 限 线性 组 合 :F CT IF 
ALLY? | 过 1 人 to 加) 是 [os 的 一 个 分 割 . 

4.4.3 5E 下列 叙述 等 价 ， 

C1) WFA x) 具有 性 十 UT; 

CH} Y Alc, 4p (2° CCA", Xn 1, A © G7) Be 
BKC XO? = sup |H". X|; 

CH Ve< co, 4k (SU. Xt) ni. eS KS. 

WAR AM REJEA: (I C1) AIC DSc 1d. 

CT) 一 (CE) RRA), RAEM UT. SER © > 0, 存在 天 
> OTF AR Y nS LA” E A PCa XE) > ese MEE n M 
H E t, G T = ink{s > 0: |H". Xr] DR} A t, WRTA 
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P"[ CCH", Xr = kJ] = PE] (Fear ptt"), X27] ce 2]. 
RIT”) FER T PIDAN RESF, 并 且 了? HRERS 
4s Mi Gor H. X" -一 Cort"). X”, p foo, fA eb FEE o.r83 
E tt, 并且 

Pl | Clio eft"). XP) > kl <e, 

从 而 其 极限 PL | Zp"). Xt | Se a] e BC E> 成立. 
CE) — CI) ARAM € 20 BS tock I’ 4) — BR ,而 
PCIA Xt] > ek] ce. Vp, 

所 以 PCA". K| > kj xe. 5/ FAP GE. 

4.4.4 引 理 ise Re eX)... 具有 性 质 UT, 则 对 任 
Bayt => oO, 

C1) Spa iS (CX Don Sl} BE, 

CE) EFPL X J HR. 

证 明 ” 性质 (1) 是 4. 4.3t1) 的 推论 ,因为 我 们 只 雪 取 AH" 
= foo BPAY. EHEC D> Bee = {tot eet ste] ALO] AAS eM 


È 
S.X = $, X; — X} VW 
r=1 


— XPD; 


+1 


SX") = (XD? — (XY 一 2 DE XTC 
从 而 

SCX") = (X71)? — 2k) 5 a 

rT 了 F 


h+ Xz) 
+ 2 enn 一 ALD. 
SRG CAT? tae 胎 紧 ， 5 Seal a “444 & ee; H 可 排 得 


A? a 
ki 5 LER yee XE, ~ XD Ba YE, LIS CCX Des 胎 
i k i t&l 
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ABT HE {DX CXL, — XD} A E. ， 故 序列 


(SCX) ba 胎 紧 . 因为 SCX) > OX 1, Ie] > 0, a Irl 
一 sup G — faa), BEARR LX X” Jha 胎 紧 . 引 理 证 毕 . 

证 站 是 一 Poelsph 2 ie], H F = 2 = DOCK x RB), GO BRO] 
E RY SAR EEF = A(R), 2G) < 多 = VF, 
(Pha 为 如 上 一 列 概率 测度 ,使 得 在 P" 下 ,zx ER 一 多 是 
fa} Fe A G RS Lat FS. 

4.4.5 5 理 设 避 是 包含 0 的 Ri 的 筒子 集 , 对 如 的 每 个 有 
限 子 集 10 <osy os, e r e s ta To Le (5,55, .°°'5,) ARK AY Borel a- 
CEK xX RE) 的 代数 , Be eC Qi & AMT, = Yo + 
25% F441) 可 料 随机 过 程 的 集合 ,县 Yir BB in 
Tiatre e KEE) EDIE A, | 的 有 限 终 性 组 合 , 其 中 {s sy} C Qs 
<I sg <0 cee <5; AL © Cs aS) y hoo ti et te} LOL | B — 
个 分 割 , 且 去 E QO. UN oP ARR ISU. | PT © 7) 的 胎 紧 性 可 
HILLA. r POLI CS.) AB RTE, AT BERRA Ce [PO bs 
具有 UT 性 . 

证 明 FIVER EA eR n lV Ie. FFE P| 
Sp oe 1B F. r, RRB PP" RAE T. ar. 


È 
Bi I = Y, 十 SIYE e ~， 
r= Ü 


ml 


C1) B r HAERTER ITAI. x = Yoo + D,Y. Ceng, — 2%) 

{eH Se P AR. 对 于 t,t 一 1-2.:e.,8—l1st', =e’, EQ, 
点 

同样 有 og = Yaro 十 D Ye (re, — x) iE i 成 立 , 其 中 i’ 
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此 
= Yo + 2 Ye Ty 
CH) 对 任意 Y, = Dalles FP E a AGG t), 


由 天 及 工 的 存 连 续 性 我 们 有 F? E ok) ,TC(5)) E Os Se’; }. 
页 Et EE a 

{CC Esis T Sn D tts COR GS TCG JD) E Abts 

AS E SoSo) 

ARIRE P 的 极限 ,因此 @, 中 每 一 元 素 都 是 区: RRR 
限 点 ;由 很 设 及 I E g, RDT LLC. r| POI E 2) 胎 紧 .证 毕 . 

4.4.5 ER ihe WENERA, FY P) EPRI 
列 ,并 县 具有 性 质 UT. mRO<PHAQKTPHSRAFR,M 
Oha EA, F.Q 上 的 半 贡 序列 ,并 县 仍然 具有 性 质 UT. 

证 明 X Aa, F, 上 的 半 款 是 Girsanov 定理 的 直接 顷 
ORR REE. QD E ERFA ha DAR 
有 性 质 UT, HAE, F P) E(X jh RAHEUT, EAE 
H e> 0 FE N > 0. {E4 

sup PUIL X| > ND ae, 
ne 


XH . 
sup QUIE X"| END 
a HTE oe" 


nite ped EXPN) 
dQ rn at IV 了 
<sup| Sp) sup PULA" X 2 N) 


< sup| JP) "E 
Bap 有 界 即 得 结论 成 立 证 毕 . 
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Ee AH UT 条 件 于 的 收藏 性 


4.4.7 定理 BET, F F PO 为 带 流 的 概率 空间 ， 
(Fro FRA SREP LX AT, Se", STP) A ER HHE 
(X"} i BATE UT, Rig K" ER F Polish %8] K EC ,)- 
适应 的 石 连 左 极 过 程 .如果 Dees Of R 的 箱子 集 RX 


F (KX), WIE LOR") EDIK X R) 上 的 极限 概率 测 
E P RACK, X) 所 产生 的 右 连 续 o- BOF) X BPR. 其 中 


(KX) BE DUK x R) 上 的 坐标 过 程 ,一 一 > 表示 沿 集合 D,K", 
XX") PE PES) AU OK XD. 

证 明 X 的 适应 性 是 显然 的 . 由 定理 4. 4.2 我 们 只 村 证 明 X 
县 有 人 性质 UT. BSCR XG, H E HOWE Ae ee 
以 前 相同 . 

对 任意 {5 ys) CD. EMER RN 

Tis, vv 
记 2 Gs ss) 是 概率 测度 Pa .的 连续 集 的 代数 ,由 { 兴 "js 
具 AER UT BOK X H DAR ES RA RT a aR 
(VU. KX) ICE RPS A a a. page MA. 从 而 由 
引 理 4.4.3 及 引 理 4. 4. 5 PRESARA A.X H E CEE 
> 0) 胎 紧 ,定理 证 毕 . 

注 定理 4.4.7 HSE OX ER o RX AOR. 

4.4.8 推论 (PMischReyey i). AAERUT ASA, 
则 关于 CX) fF DCR) EAR POR X 所 产生 的 右 连 
AY o- 域 流 X ee 

下 面 的 引 理 证 明 是 方便 的 . 

4.4.9 | 理 ” 设 {17"},i BE MEF, FP) 上 的 右 连 
FCP IT SE BOSE RS T > 0.9 > Oe > 0 AER, A F a’ P 
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E È GJE AAt E F A Zhao" = Ze, T), AG TE 
Skorokhod 拓扑 2" BERIA, JEE a n 充分 大 时 ,有 
P{| Y — Zip > €} =F, 
则 按 Skorokhod #4 FP iY" h WAR. 
4.4.10 HE 假设 六 和 XX 均 为 定义 在 带 流 的 可 测 空 间 
(0.27 FO KA Sate. PROP it X SFOS Dine A 
半 鞍 BY ESE RE FER, HARAR = 10 = tooth oot ty) JEX 


= S Ke Tr CO 7 (4.13 
k 
对 于 X; AE. 
(KX), = >) KX ~ KX,). (4. 2) 
te p E 


Liina AR, 的 有 限 分 着 序列 ,使 得 对 任意 荆 沁 0 有 elr > 
0,n — oo MWA fel; = max Itt) — ef MER Skorokhod 74 


ae hee 


FHK. X=}, FSR K.X. 
证 明 ay 首先 我 们 注意 到 :对 任意 a C DUD RRL 的 任意 
45 BE 4} BUPA (chasis Tal 4 0, EM ome FTCA. 1) ABIL 4 ded 4 8 
Ht. {a}, C DCR) FE Skorokhod WIF e. Bi 
ote <> a, Ir, | 40. (4. 3) 
b) (Sik o> 0, fk P(JAK.| =a,Js>0} 一 0.2 XK 
= SAK Taxing AKI = K — KAA to 公式 我 们 容易 计算 
(Roa. Xm = XBR — D Xal D) ARM aoa) s 
‘par 4 sty 
由 04. 3) 我 们 有 
《不 下 “一 24 XAK T arasa) Lt x Ke at AE Tse 
再 利用 Ite 公式 我 们 知道 上 式 右 端 是 随机 积分 Re. 
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对 于 任意 的 了 > 盖 0D, 因 为 
sup | (K595, Xo — CK. Xn | 
i 
— sup| 2 LXat DP AKjax ia] 


-or 
ry pon Fp 
ETa 


—{ > XAK aax, 20) |] 


<> D [Xc XA AK |I nasals 
LAEE w EOT] EE JAKO sa 的 点 只 有 有 限 多 个 ,由 总 
的 右 连 续 性 可 得 ; 当 Ic, yo 时 ,上 述 不 等 式 的 最 后 一 项 收 敏 于 0， 
AERTS 

(Ron, an 2% RX, (4.4) 
即 按 Skorokhod 拓扑 (天 em. Xs Bee a ROX. 

o>) HARRER m CN ESM 


gre — (Kye Xn 4+ (Roya, Xm, nem, 
则 我 们 有 
game FL Rye KX + KX, noo, (4. 5) 


事实 上 上 ,我们 首先 注意 到 : 当 半 之 天时， 
(Ke, Xo = (Kn, X^. 
从 而 由 54. 3) 可 推 得 
(Rye, Xs HS (Rye KX, oo. 
由 (4. 4) Fed RRR). X AL KY. X FART. Re > 0 


{8 (K*)in AX, + 0 H. RAX, 4 0,0 an FR ay RB : 
I) +ŁEr fll) AX — AX,.n — oo, H BY n — œ 时 ， 
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CR) ANT: — KO AX, (K's AXt — (Km AX,: 
I) Q0 SAFE tim + Estia E Te H fim- ta, 使 得 
AX 一 AX,» ij (KE - a = Kh >» Bhs [rl $ g 时 ， Ke. 


一】 


Kz. MW tr <"¢ < 时， CK? ye = Kb = (K? ?因此 ,有 


(ROF AX? 一 RELAX, (KOR AXE — (ROAX, 
EH C4. 5 IAR. 

d 容易 计算 

K's. X — Zore = (Ra, X> — CK), KR 
SERB ST > Oe > ORG > 0, 取 a > 0 充分 小 ,使 得 


sup P{CH.X)3 > A 7. (4. 6) 
HED» 2 
Heit o> 018 [rir 所 ,其 中 一 (OH 4 ca <c-} URNA 
PÍ max sup | Ki — Re] > 2a} <9. (4.7) 
hor fee 


RPE m CON. HIE [tr SO Rn mic 
= {OQ = ig e h < a = (0 = So SZ sy Sone Se = B 


iy 
Amt = {[ CK Ys, Xo — Ke, A > er, 
则 
An 
U (are N {max sup | Rr — Ks] > zaj) 
EE, 
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CX. a xX.) | > 
U | max Su 


p 
fT El 
从而 由 C4.6) 和 4.?7) 可 推 得 

PC(A™™*) <= 27. (4. 8) 
利用 引 理 4.4.9 Bec) 的 证 明 可 知 裕 Skorokhod 拓扑 {KK A" Jua 
KEERA K.X, 

e》 ja EHAR E py tE — tE. 

SHER a > 0, C4. 4) Rl Tatas || 40, BA 
(Rey Xo RX AK KF BAR BV + 六 
0, (RKO We Qe Ke. s Hr E h H Hall ie Oh E EY HE h 

ROn. X RX C4. 9) 
在 19:*] 上 一致 盛 立 . 

依次 利用 5C4. 8.04.5) HA. DD 我 们 有 :对 任意 的 ee 三 0 和 和 7 


> 0, 存在 no © NAB n n Rn ea. a 
Pid lK. XZ") > ep =F, 


w Blo 


Peida (Zr, (KOX + RX) Des ay 


Pda (Ken, X + Rt.X,K_.X) >En, 
ENE 

Ped Kr, Xa, KR_. X) > 3e}) < 39. 
(da 表示 Skorokhod 距离 图 数 ) 定理 得 证 . 

4.4.11 定理 WË n CNBR MRK HY, F", 
Fr Po EM SAA IEAR OE. A OX Ble, MBX be A 
有 性 质 UT. WAK, X) > (K, X), I) KL." > K_.X, 并 
HK. X", K", X") (K_.X,K,X). 


I4I 


WEH 痛 先 我 们 注意 到 随机 积分 KX 有 意义 ,因为 定理 
4.4.7 表明 关于 (KK,X) HoA, X) 的 自然 o- MM XE 
DCR’) ERER. 

ad 按照 著名 的 Skorokhod EWEA., FR AY EARS ( CK", 
XO ha E LERAAR, P) 上 ,并 且 按 Skorokhod 
FR Tp CK", AD > (KX), P-a. s. SREE XX" 关于 CK", 芭 ") 的 自 
BE o- WCF E O PY A B44. 5 PE 7 XX, 
n > Dh) RA A UT 性 , 并 且 对 任意 的 n CNX" EF 
CH OID) a. hte OEM (Bichteler-Dellacherie-Mokobodski M). 

b> RR, 的 有 限 分 割 序列 {tr.),si; 使 得 对 每 个 nn E N, 
P-a.s. RAA (K, X) 的 连续 点 , 任 取 ,0, 由 定理 4.4.10 存 在 单 
调 增 的 数列 fm"};,;, 使 得 

Pida (KE. X", OK)", CX" ie") > ep de 0, nm oo, 
Ci ahd, @& DCR’) Fay Skorokhod PE Beh ). 因此 我 们 只 要 证 明 
控 Skorokhod 拓扑 


(Kyte, CX") > K.X. (4,10) 
O 取 a > 0,47 PC{JAK,| =a,3 s >> 0}) = 0. (K°, X") 


fe OE BY HE — EEEE RX} 和 { DG XART} 收 
rey 


Hot 


Bt, Mi [RX 一 DS) XART) eo. 由 116 公式 可 知 


= 
pee Xo eae, PU RT Rue x” 28S Re .和 对 每 个 + 
GN, (4.4) 表明 当 |r | 4 ORT, CRO). CX OS CR Xe, 
A EFR ff] BY BA AREY ot" be 使 得 
(Reyer, CX yw 工 < Re KX, PLa.s. (4.11) 
St AEH mn CNR pe N,CK XX") BSE r, 的 取 法 
可 推 得 


liz 


(Ki >, CX) mee TE (KA Ye, "m+, P-a. S. 
同样 地 , 对 每 个 nn CON, CR). CX) 40 SAL Ryn, X", 
(ta. RFE PR Bl) AB m 使 得 

Rye, CX LE (RS, X, P-a.s. (4,12) 
H (4.11). (4.12) BOK", X 的 P-a, s, WORE PE Dy HES 

Ry CX ECR yet, Xt 8 (Re X HRE. X, 

P-a. s. 

yT See eR] BE Ke. X A Ke. X AI EBT 
t ;存在 一 使 得 

(Rei ACK int > Kt AX,, 

(KR in (AX) — CR AX, 
šk mica. 11) 的 证 明 表 衣 

COX) wn CR, OX) A (X, REL. X). 
因此 ,同时 存在 1. 一 +, 使 得 

ACX 一 AX., (REAC > K? AX. 


yp ce r AY PETE CT Cre E eh, A n AR, 
Ree 一 Rye EIRE hes 收敛 于 天 和 = (KO 可 推 得 
(Kin ACK) KOAX.. 
dp A groe ae Re, (Xe Re CX 则 
grime SB (Raye KX + KR".X, P-a. s. (4.13) 
容易 计算 
Kyte, KY Zone CR) (Xe — (Re. Xtar, 
CHER EMT > 0e > ORY > 0H), AA UT HEH, 
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4 a > 0 充分 小 时 ,我 们 有 


sup sup PICH". X")4 > 5) <9, (4.14) 


n HERZ 


BX o> 0 使 得 当 It be <= OAT 


supP| {max sup | KP? — Kt} >> 2a} | << #. C4. 15) 


Et, tert 

利用 (4. 14) A C4. 15), 2B 4. 8) 的 证 明 可 得 ; 当 xn 充分 太 时 ， 
PCL CK)". CX") es" — A o> e}) SE 27, (4. 14) 

Ay Sp HH 4.4.9 #04. 13) ltk Skorokhod 44 Fh { CK)", (X Ye bn 

ER REAR BK. 


e) “关于 极限 是 唯一 的 证 明 , 事实 上 ,由 (4. 13) 知 Ze 二 > 


Zm = (Ket RO). X. RIB SMIRK, X ReX E 
R. 的 紧 子 入 上 一 臻 成立, 队 而 按 Skorokhod #4 Fh 
gre (Re+ Rt) KX = K_.X, moo, (4.17) 


Hy ct. 13), C4. 17) 及 cc) 的 证 明 可 知 ER e > 0.7 > OFF TE m, 
nia, {iis 


Pld CCK Ya", CX) Zt) < ŽD >1— T, 
Pilda lge" 1 < rep - | — E, 
Pilda lZ", K. X) 3) >I A, 


这 表明 K.X EFIK. X” ha 依 分 布 的 唯一 极限 ， 
fy BaH. X".A",X") CK. X,K,X). 由 假设 
及 上 述 证 明 我 们 容易 知道 按 DCR) x DCR’) LARR h CA. 
X*,K",X") ILE ab eh ae OK XK, XO CRY Bota Ee T 
FAD, TEK. X" 与 X* 具 有 相同 的 不 连续 点 ,所 以 由 (K",X") 一 ~ 
(KX) HAK. X", K", X) > (K_. XK, X). 定理 证 毕 . 
| 


4. 4. 12 ”推论 #9 2° HUY, 2", F Po ERK, 
Aix" he 具有 UT HMR PAR FA SES eR. OX 
=a 

——»* X , iil] 


CX" FX"). XO > CX. FCX_).X). 

证 明 ”因为 F 为 连续 实 函 数 , 所 以 由 X > X 可 推 得 
(FOX), X") > (FX, X). MX, 具有 性质 UT, 因此 
4.4.11 中 的 条 件 全 部 满足 , 故 册 牢 理 4.4.11 知 命题 成 立 , 证 毕 . 

4.4.13 FER 假设 和 HUY, F, F, P LL AER. 
A(X"}.=, HA UT 人 性. 

C1) X X 可 推 得 

CX", 0X", X"]) ——» CX, EX, XI). 

COIFA GHY REKREA, N X" -~ X 可 推 

得 
CX", F CX"), X" GX). EXD) 

-Ze (XFCX_).X,G(X_). [X,X). 

证 明 C19 RR Fir) = x, ATE 4. 4.12 WE FR CATA. xX") 
Z (X,XXX) 


(X", (X, 2X. X) -> (X, X?,2X .XY. 
利用 Ito 公式 我 们 可 得 

(xr, [XX > X,X,X D. 

C1) HARAR X] = Cry 一 2X7. RCI BP BY 
得 .证 毕 . 

44.14 EA BA RELET, 2", F7 P LAR 
蛮 差 过 程 , 旦 对 于 任意 的 上 < 0c. ka Vart Aon > 1} Ha 


Igo 


E., MART K HE ME, FIP) 上 的 右 连 堪 驾 适应 进 
各 | 

i BECK", ad > CK, A), RF FUE EE 

(a) ABRARBEMEA,; 


Se 
(b>) K". A- K.A; 
EF 
{c) K", A" ——> K.A; 
(d) ST akaa- 3) AKAA, 


证 明 (a) KPEK", A") (n 3 1) 均 定 义 在 同一 概率 空 
闻 (2,9 P) E, BCK AN > (K,A),P-a.s. ;特别 地 ,我 们 有 
A" Car J Alw, F-a., s, 

对 任意 的 zt e > On Nar AD hon = 1) ORR BER, 
A K > oR rF COS POW) D> 1 eR Varla hK, 
Y w E OX. HER o E OF Ar C haa ACO t TGS WAA EA, 
BER reo 的 每 个 元 素 都 是 A 的 连续 点 ,从 而 有 


ST Ax, (a) — Ab lay} -> D>) [As Co) — Ago) 1. 
re rt Pet 


由 于 NG 之 1) 是 有 限 变 差 过 程 ,我 们 可 推 得 
> Ae, — Ape | <K, 


we 
Bivele,¢)] 上 Ate tw © OX) Ses pea K. We OMe > 0 
的 任意 性 表明 4 是 有 限 变 差 过 程 . 

(b> papa eS Narla" n Se LC t > 0) 的 脸 紧 性 容 
BEHA) 具有 UT 性 ,从 而 让 定理 4.4. 11 及 假设 条 件 可 推 得 
Ku at > K_A. 

cc】 出 定理 4. 4.11 有 
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CK" A", KR", A") ŻE CK .AK,A), Pras. 
Fai te Cd) 成 了 并; 则 我 们 有 


[Kt A", >) AKAA)] > | K.A, 5) AKAA]. 
s= s5. 


国 为 兵 _. A 和 >, AK, AA, 有 相同 的 跳 时 1, 从 而 存在 一 ,使 得 


THa" 


ACK". A"), — ACK- AJ AK, — AK, Pi AAT — AA,, 因此 
if 
AKAA — AKAA, HK Kt. A" + >) AKAA 一 > K.A 


+ >) AK,AA,,(c) 得 证 . 
E 


d) Wa > oW AK 4 a,P-a.s. W R > Ke 及 
ST akr 24) D [aK | Ae Rho, 具有 性 质 UT. ATR 


5a WE HH 
a ~ ~ 5. 点 . A 网 a 
CR, A", Re, A,A" RO > RA, REL AA K”), 
P-a. s. 
由 此 可 推 得 
5. k. ~ a a 
Ke at — Ems Aar — Ar, Rae RA — Kt A A.B, 
P-a. s. 
利用 Ito 公式 可 推 得 
> ARTA At Es 5) AKAA, P-a.s. 


TES E< Oo ;有 
sup| OARSAA: 一 DARAA: 


uss. 5 wes 
故 由 引 理 4.4.9 及 上 述 所 证 结论 可 知 
lim SI AKAA, = >) AKAA. 

at ù = = 


证 毕 ， 


< aVar(€A"™),. 


id? 


4.4.15 注 在 性 质 4.4.14 的 假设 干 ,我 们 得 不 到 | 
{Var An he BRE, BRB ARES’ C Varl A be. FE DUR) 
上 关于 Skorokhod 拓扑 的 葵 紧 性 . 

局 LI 

Dy (= 1} 与 ,如 果 : = | 去 :2 + |, 


0, MSR > =, 


则 X — KKF 0, 即 X* o. 然而 
S| 
Var(X), 一 | 
二 二 ,如果 iS L, 
i #2 BALE CE t > 0, Var), > SI aowa C), BH Dirac 测度 族 
lea ha 在 DLR) 中 不 是 胎 紧 ,但 是 1{1X" ha AA UT HELE 
为 对 任意 上 > 0, H" E BET, H". XT << VarCK SF. 


FE A" dao Ge TOL OF , 7p BE FA A GE BE 4. 4 m0 
HEAHEA Skorokhod WHE Ee YM, RATA a Be 
UE AR ei Cbd. Ce} Cd). 

4.4.16 定理 BR X BELEGU, A”, 277 P) 上 的 实 
EER, A {X ha 具有 性 质 UT, X K BENET, I,A, 
PO 上 且 关 于 a- I F EPO AO ER o- BRD 是 可 
料 的 右 连 左 极 实 值 过 程 . 如 果 CK",X*) > (KX), DY 

Ke, X- K.X. 

证 了 表 ”按照 定理 4. 4.11 和 性质 4.4.14(Cc) 的 证 明 , 我 们 只 要 
证 明 

148 


AK" X" 于。 AK. X. 

Ma > 0, 和 前 面 一 样 定 义 大" 和 大“. 不 失 一 般 性 , 设 OX", KK" 
EEA- WRZE P 土 , 利 定理 4.4.11 的 证 明 栓 同 ,我 
们 有 Ree Xe 工 - Re X, Pa, s. 

对 性 意 的 E oo, AT 

sup | AK". Xt 一 AR", Xt| = sup {CAKE jaja). Ar l. 
MESA e > 0, AE UT 可 得 

supP {sup [AK"F aean as | > e} =e, 

SEF OK XX) 我 们 有 同样 的 性 质 , 利 用 引 理 4. 4.9 ei A L. 
定理 得 证 . 

4.4.17 定理 ie xX AUF, F”, AT PO EWK, 

K" AUF, A, FT PO EEMI EAR LEH E, MR A h 


具有 性 质 UT, 且 CK",X") > (K,X), SUK RE GY = 
K». X” ha 仍然 具有 性 质 UT 工 

证 明 ERAI: OR) > OR FUR") BAM, UE 
TE no CN p >of POR > p) ey n Sn. 对 于 固定 
HI t, E MESH] Te? = inf{s > 0. [KT] > ph MK re WAR 
RCR A p). A n HAAR PT? ot) 之 5 由 引 理 4. 4. 3 
我 们 只 要 证 明 分 布 族 {CH".YYr ,H" © Seton 2 1) 胎 紧 ; 即 证 
HRS {ERE £ > OFFER RM g > OR n fA 

PCH YS D> qg) << 2e, V AC PET. ne ny. 
因为 

P(C" Y >q} 
< PUUE YOTO D> gh + PMT L) 
<P CCH YT" > a} te, 
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所 以 ,不 失 一 般 桂 ,我们 可 以 假设 竟 在 TI" 处 停止 , 则 |K* | <p. 
但 是 又 有 
Pel CH. YY > q}= PLGP Y®O > pq), 
由 gg > 0 的 任意 性 ,所 以 不 妨 假 设 IK* | 委 1 
容易 证 明 , 按 照 在 紧 子 集 土 一致 收 人 证 拓扑 , 依 概 率 ET EAA 
1 芍 右 连 左 极 适 应 过 程 的 集合 中 稠密 (详细 证 明 请 参看 
Protter[311C1990) 的 第 二 章 定理 10). 设 K” © ST 按 紧 子 集 上 
一 致 收 钱 拓 扑 依 概率 收 人 证 于 天", 则 
Pr{ (CH*K*). X") D> 2pg) 
< PCH K". X — (HK). XS SS pg} 
十 P*(CCE* RK"), Xf > pq). 
E Ko" Ay BEE eA n, m FESPA. EGR ABR a D mi A 


一 项 不 超过 上. WK © SET X hs 具有 UT 性 知 对 于 


ERB m, Á 充分 大 时 ,上 述 不 等 式 右 端 第 二 项 也 不 超过 .这 
就 证 明了 {7"}.>: 具有 UT 性 . 证 毕 . 

PRUFA RA UT 性 的 证 明 是 比较 困难 的 ,下 面 我 们 给 出 定 
理 4.4.11 的 一 个 篇 化 形式 . 

4. 4.18 定理” BX MK SMA, F, F P CM 
BAE REAL ASE WEL BEX" H A X = Me + A, EM 为 局 部 
RA 为 有 限 变 差 过 程 . 又 假设 

CED lim supp" C{VarC A"), > b}> = 0, Yt> od, 


C1) supë” 


sup [AM7 | <loo, Wr> 0, 
in BRK", X") <> (KX), Sl X RRB AX) > UT HEH 
[_K1ax: _ | Kax., 
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证 明 ”由 定理 4.4.11, 我 们 只 要 证 本 4 > HA UT HE. {E 
RA E 21 ,因为 | | Haa) 和 Vart Ae RIEC O 表明 分 布 
Ik {ACH A), FPR, MRE) FY HEI (°C CAD) hama ia 
% MOM! < (XD! 4+ AD BX x 我 们 可 推 得 
{SP OCA Jhr RE. 

FERREE AGE. M ha 的 胎 紧 性 . 我 们 将 利用 
a 和 和 8, 舍得 

ELM MY < oaE (MF) < PEM, MI). 

对 性 意 的 8 > 0, h {AUM O ha FAB AEE K > 0, 使 得 

PUT < th <le, 
其 中 TeS = inflé > o AMEIR Ag. 
因 Ay 

(Mp <a K + sup | AM; | ; 
所 以 

supk"| CM mr ] = K + sup" sup [AM: | <C. 
从 而 由 Davis 不 等 式 , 得 

E*( LM" Ag jx) <= EEMO fee] SC). 
进一步 又 有 

Era", Mp] 


< BET | 六 cpalm, M") ] 
< BECOME , M" Jr < Cr 
所 议 由 夏 贝 谢 去 不 等 式 


Pel CH", Me Yin > “the E. 


fod 


eeigsupP*(7"* < O 之 5 因此 
C: 


E 


supt" | CH". MOr = |< 2E, 


X 9 AA SCA. MO be FRR. NLA. A ha TAR Oe 
(ACH. KO ha HE. DE. 

注 WẸ K EEE -概率 空间 上 ,由 证 明 过 程 知 定理 
4. 4. 18 Pay se EC IO BPR aS A IAMS | sth. CY 2 > 0) 局 部 一 
致 可 积 . 

设 X ABR ALR RIES RR HA (AG) | 1.4 
lel 1 WAC) 二; 当 |zx| 守 2 时 ,h(x) 一 OE 

XA) = X,— D> LAX, — (AX), +t 0, 

FX CA) 是 跳 有 界 的 半 蒜 ,因此 是 特殊 半熟, 其 典 则 分 解 为 

Xth), = BA), + Mde tO, (4. 18) 
其 中 BCA) AARETE E. MOO A es OP RR. 

4.4.19 ERR TEX AELE, "FTP ERR, 
HX > XE FE 

Ci) {X*}.5, 具有 性 夺 UT, 

CL) 对 任意 的 ti 0. (Var B C) ha FAR. AP BAD 的 
EAC. 18) 相同 . 

证 明 LO C1) RELA) 具有 性 质 UT, 由 推论 4.4. 13 
fe XX") HE NUM O MCAD KX te Oe 
而 由 Lenglart 不 等 sh 有 (CP CADDS ban. Ha E. 困 此 
(SUE. M*(h),) H" © Gn > 1) 胎 紧 .再 由 Var| >) LAX: 一 


naxr ye} < ER gil sel a. | 3) (Ax? 一 RAX], 
, 之 


HC nS 1} Ha, MO BO WELLE, BADD, 
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MW’ © en = 1) W'S. 

ST ERY z 1 p ARER — 11) 的 可 料 过 程 (比如 
BX 2" = sgn BTCA), fei D". B" Ch) = Var (E Oh BHS yl 人 
ee? AET D 是 Hor 的 极限 ;从 而 由 {Se BC O ,HH" E T, 
n > 1} ARG BEE pE Se Var (BAD), yn > 1) BREE Bp 
(CH > 成立. 

CD >=>C 19.10 O pean. A Ay xX” 
以 Xk) > XA) 及 


al 


=X h AE SE H g, BF 


al 
V7 = SO AX; — ACAXT) | — >; JAX, — ACAX,) |. 
Sia = so * 


(4.19) 
(2 16] HEH -2.8). AA MCAD) 的 跳 幅 一 致 有 和 界 ; 所 
DA PR SE PB 4.4.18 PIX CAD), AAEM UT. (4.199 A iV hw 


具有 性 质 UT, 从 而 由 1". 5 TAX? 一 WAXD] | | < V7 即 知 


| D (AX? — ACAXD]) ”具有 性 质 UT, MX ha 其 有 性质 
a n- | 
UT. 证 毕 . 

4.4.20 引 理 B YAY AAAH, J H EYL om, 
EY = K. 如 果 对 任 音 停 时 gg 成 江 . 

KY! <E| Yi dY? +e, 
则 EY’ < eek. 

iF AE it} Mackevicius| 23 |. 

三 , fat dn, o eH Oe HE 

OS P) Fe ee ESB OP Oe MP ro BA G2 
a PY |e A eF g- ts Fi. 各 Zz" Sy All| Fp OF" 0 各 
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(多 ?ee Je YB ye Ze RRR. 本 小 节 我 们 主要 研究 如 下 形式 的 
随机 微分 方程 的 稳定 性 ; 


Xi = H+ | fx \dZ", £220, nl. (4, 20) 


X= H+ | sex az, £220, (4, 21) 
HP FCAT SE Lipschitz AW Soe ee BE EO L > 0,1g 

lite? fy Lz yl Yey CR. 

4.4.21 EH i FE" H 4p Al] A A o A Oco TB 
HAERE, AXX 分别 为 方程 性 , 20) A C4. 211) RO AB EA 
BiZ ho 具有 性 质 UT. | 

CIO dy RUP, ZO 一 > (H, Z}, WX", H", Zo -二 
C,H, ); 


P F 
4 I ) on CH". Z”) 一 人 人 (AZ), MCX", A", 27) i 
CX ,i7,2), 


其 中 一 一 表示 按 Skorokhod 拓扑 依 概率 收敛 . 
证 明 a 对 任意 固定 的 N > 0, 定 义 
Tw = inffe.|X7) + | AT) 之 六 ,或 者 ATL | + UA | ee NN, 
Tw =inf{#,|X,| + | 如 ,| 2 NRA LX, | + || aN}, 
则 Ti Ty PA CFT o MCF o T. MMR IG XY = CX, 
HS = (HON ZN = (ZN XN = Kin H" = H's ZN = Zin, 
则 Sn 和 XY 分 别 为 随机 微分 方程 
APN = HP® + | FOP Tae eer cd Zs 
. , (4, 22) 
Xr = HY + | FORM Taam eit cmd Z, 


的 强 解 ,或 等 价 地 是 随机 微分 方程 
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RN 二 | femndze, 
总 


(4.23) 
XP 一 HY 十 | fox age 
的 强 解 . 
b) PEAR RRA” H", ZO e ABB. ee eee 
Tig = Ü, 


Tati = mMin {dua + d,inf{e = das AZ| + AR] > &}}, 
k= lsn = l, 

=O, 

4, = min{o, + A inf {t > oi: |AZ,| + AR, | => ds }},2 1, 


其 中 他 jj ALO ison EW SUPA EWES IOE <<, 


由 推论 2. 3. 3 及 连续 性 定理 知 [Z°] + |H"| 一 > Z| + H], 
从 而 由 定理 3.5. 2 1: ORLA Z + [| 代替 XX", 则 定理 3.5.2 
中 的 条 件 (5.1) 一 (5.5) 成 立 ， 

对 任意 的 tz ln p 1 je SM 


(a Oy SE ls 
Ck = 0), 
Er 一 Ze) Tak tt < Th ,8 十 1 + 
H, = Az, di Sf < Thy 
(k= 0) 
Z == tte» GE Sf < Ohi 


再 一 次 利用 连续 性 定理 可 得 

CH? tH") CHIH), (ZZO) -> Z, Z), 
因此 ,由 推论 2.3.4 知 : 对 任意 的 9 E ContH, 

sup |H? 一 :| ->> sup] H, —'H, |. 

9 Hoag 
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所 以 对 任意 的 上 全 0 E€ ContH, 


limsupP| sup|H? 一 :五 ?| => e| 
上 


< r| sup | ff, -— H, | z3 =] ， 
容易 证 明 
sup | FH, —'F | a E y ae’ CA.) 
A 
lim limsup P| sup | H? —'H?| > e] = 90, Verod.g 20. 
(4. 243 
显然 ,同样 的 证 明 可 得 


lim limsupP| sup |Z" —'Z*| = e| = 0, ¥Ye> 0g = 0. 
a oo | tig 


(4.25) 
下 面 我 们 将 证 明 过 程序 列 { 和 ”jl 也 具有 性 质 : 


lim limsup P( sup | XY —' XT | 之 = 0, YeDod,g 0, 
ern en rq 


C4. 26) 
其 中 Xt 一 XEN Oa St <a Se li 1k SO. 
首先 注意 到 当 i Tas Fatih 时 C4, 22) 表明 
CX 一 
=. 3 五 7 Hey + aff FEED 一 fCxn")) 
, nk 
. Tati me md 
: rs 
十 3| B DG - (4. 27) 


如 果 我 们 利用 
| ， FOX Tm it gee yd Ze = FKP I CL 一 ZH) 
conf 
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fe LOO agi Ll 
pa 


Zi — ZI, 5 LA mH Le t © us eri 
其 中 的 六 和 性 质 4. 4.19 中 的 相同 , 则 
CAPS XN)? 


SCARY — HPY + al | 2 KF ORT — FOXES) 


Trg FE 
2 
eFt aen esde” (A). | 
十 3L7CEY， DL 1 | xy | an} (er —'Z?) |. 
因此 对 于 每 个 停 时 6,， 
supi XE” — XEY 
1 
<= 3 sup (Hz —‘Hr*)? + 12 sup [| ors 一 引荐 
7" 2 Al 
° Fah mn awd2" Ch), | 
+ 3[LN + |fCO)| F suptZ; 一 2 六， (4. 28) 
对 于 冒 定 的 M o> 0,4 
yn == inf {ft ,max {LM h) ],,(M"(A)) . Var Bh), 
JH HES |, Z: —'Zi|} = M}, nel, 
Ret Z" CA) = MCh) + BA) UY AGP oe RT. AAR AT ir 
考虑 的 过 程 的 跳 : 致 有 界 , 所 以 存在 常数 天 全 0 使 得 上 述 过 程 在 


yu 处 的 停止 的 界 都 不 超过 K. 
任意 固定 ae > 0, 由 手 质 4.4. 19 WM Var" ha R Ro 


$y A, PAGE EVE EER Z O) 一 > ZO, AE Tt ha 
fee. BoA AS = [2*tad dy 4+ Var BCA), MLM Tt ae TH 
Aa. 
MERAY DG > 0; 由 Lenglart 不 等 式 得 
ISF 


PEMO > G) < FE sup |M)? A (D+ 4)] 


十 P| sup |M" (h), |? > D| , 
rg 
PUM"(h)) BG) 


FEM], A(D+4)) + PUM 2D), 


< 
Br RATE IU MCAD) ji BALM A) tee 均 为 胎 紧 . 合并 上 述 性 
fit Ae C4. 24) 和 和 (4. 25) 可 得 
lim limsupP (Yir <—g) — 0, Vg > 0. (4. 29) 
PMRM ASR YD A a 处 停止 的 这 程 ,为 了 书写 方便 ,我 
HRA ON BPN ZN SP AR XO ne HORA Aas ZORY Aa 
应 用 不 等 式 (4.28), 我 们 有 
E sup (Xp Xe yt 


=<. 3E supt HY 一 :再 7) 
pay 
t z 
+ 24E sup[ | Cf CXR) — FOXY ME ie a netic dB" (h), | 
fe a 


+ 246 sup| | CX") 一 SCORES n a gt ea MD, | 
+ 3CEN + | f(O) DPE sup(Zt 一 :23 
由 Doob 不 等 式 得 

Esup| | fxr") 一 FEX YE pena pete ed MD, | 


<= aef” [AXE — FORE) PT ee’ rn emn d CME CAD I, 
+ (M°(h))). 


os 了 满足 Lipschitz 茶 件 ,所 以 我 们 有 
E supl X“ — Xm): 


r= a. 
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=. ZAL EV ar" Ch. | sup CX — XLN dN ar Bh), 
+ T sup (Xa APO AM CAD, + AM" CRY) ) 
+ &, 
LP & = 3E sup (Hp? — HP? + 3CLN + |f(0) |):E sup (Z; 
gy? l 7 
mL 
Yi 一 sup (XP —!Xr")?, 
Y? = 24L? CM -+ 2)VarB" (h), 
十 96L CEMO]: + (MCAD), 
Ky = 2407(M + 2)? + 96£°(2M + 32), 


Ul ey S| FE 4. 4. 20 我 们 有 
E sup (Xe NEN! a gem, giz 0, ME a. 


mia 
因为 lim limsups 一 0, 所 以 由 (4. 29) 可 推 得 (4. 26) 成 立 . 
HH C4. 22) 可 得 
(XEN): 


< CAP) + sup 
fg 


ike copra + le ny dM" (A), | 


十 sup [PRP OT ape se em dB Ch), | 


+ sup | fx To se ed CZ" 一 Zh). 
用 同样 的 方法 可 证 得 上 面 不 等 式 右 端 前 三 项 的 胎 紧 . 因为 
sup | | /KR I Test im cod (2 一 ECAY) | 
< (EN + |O |) Var(Z" 一 ZA) 
及 Var(Z" — Zh -> Var(Z 一 Zh)), 所 议 上 面 不 等 式 的 最 
后 一 项 也 胎 紧 . 从 而 定理 3.5.2 CPR AR ECS. 3) 成 立 . 用 完全 同样 
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的 方法 可 证 明 3.5.2 Ay ei 5. 4) 成 立 . 页 由 定理 3.5.2 庆 
CY me aA + AB RT Bf CX 7793 GE. 

O RIE RIN, be tE N, foo. HERR N ASO PP in’ } ,由 
{CX EZ) he 的 胎 紧 性 知 存 在 {x'} AS OR in’ + EG 

Cx, H" 271) Z, (YH ,Z), 
其 中 CH,2Z) = ECH ,2Z), 从 而 由 Stroock 和 Varadhan[36 | 的 
引 理 11.1.2 SRE MON, —1<i MAN, pa 

inf{e:| | + |¥,| > Mee | A | + IY. | > M} 

= infit,| H| + IF| c= wae | H | 十 | | De M},P-a.s. 
由 连续 性 定理 和 推论 2. 3. 8 可 推 得 

CRM EM UZ) > OA OZ), 
其 中 

U; = {XKP pM uean WEO, 

U, = O" Re Vt 2 0. 
过 程 和 瑟 EEN Ty 处 被 停止 ,其 中 

Ta = inf{t:| F| + Y| 2 Mee | AL | + Yl 2M}. 
和 定理 4.4.11 的 证 明 方 法 相同 ;我 们 可 得 到 

CRM MU, 21) er CY MO. Z). 
因此 ,再 一 次 利用 连续 性 定理 和 推论 2. 3. 4 可 得 ;对 任意 的 9 © 
ContY” 门 Cont H" (| Cont Z, 


sup 


=. sup |¥? 一 五” 一 | fore Dd iy 4 TM cand Z, | 9 
Br LA 2a te 

Y* = HY +- ERES IIA emd Zes 
或 等 价 地 
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È 
Xpo Hr — | AREPO peaa aM can dZ? | 


yY“ = HM + | ro dd Z”. 
a 
BAE. 为 随机 微分 方程 
X = H" + | XZ 
0 
的 强 解 . A RITAK, 一 了,,t < Fu HAAR 
Ta = inffe.| X,| + | A,| MR LK, | + B| SM} 
HYY = X", 
因为 eH, Z) = MCA. PARAE AAH, Z) 
= LOX HZ) R AOR" AZ) = XN,H ,ZY). 因此 
A ， ， ce 
Cx" Mm, Hr" ] Ad 1) 一 人 CX" HZ}. 
再 由 CX": H”, Z Je oy AY EEE (nO PE aN 
br 使 得 (rr > OY BZ), ER H, Z) 
= 2°CH.Z). ARERR AEE EEE M M >M, Nyl 
M <. N: 使 得 
CX eM pa Z) CRY HZ). 
如 此 进行 下 去 :我们 就 得 到 可 列 密 个 子 序列 ,利用 对 有 角 线 方法 我 们 
BY BL ah BS FE oe") FT OM ae Mf OO 使 得 
OX ME EZ) me (KX, HZ)Y, VR. (4. 30) 
Feira» PE SS 
Ty, = inff: |X] + | At) > M,R |X| + HL | > My}. 
为 了 完成 证 明 ,我 们 只 要 证 
him limsupP (Tix, = g) = 0, Wo oo. (4. 319) 
Ht g €E ContX A Cont H, JAF 
PCTS, = @) 


= P| sup(|AT| + 1AE D = M, 
iy 


lof 


= PI supt | Xp“ | + [APM D De M, , 
Fag 


ar 
所 以 ,由 LED Min] 十 |X | a 十 R 我 们 可 以 
推 得 
limsupP(TY, < gq) 
< P| sup Hrm] 十 [XM j) > M) 


= P| sup ¢ | #7, | + |X, > M). 
因此 (4. 31> 成 立 , 并 且 


lim limsup?P| sup |X? — XPM | SS e) = 0, We>o0,g = 0. 


re) A Ke | ecig 
定理 的 第 一 部 分 得 到 证 明 . 
d) WERAC I) R. 对 于 国定 的 BE PB > 0; 定义 


QCA) 一 PCA1B),Y A E F WERE Qn KPA = ped. 
{HA nm 1) (ZZ yn 1) 满足 CI) eset T H 
HEE 4.4.6 FZ. 2" x == 1} DE, F Qn) EAA BE FF ,并且 


仍然 具有 性 质 UT. 进一步 地 , 对 Qa-a.s.wm © O, 随机 积分 
[IAZ 关于 PP 的 计算 和 关于 Qs 的 计算 相等 ,所 以 我 们 有 


Sf (Gla 

CH zy) “2”. (H,Z), C4, 32) 

Xt = Ht + | fox dz:, Vito, Qoa.s. (4. 33) 
HC 1) 的 结论 我 们 可 得 

LC Gis) 

CA", i", 2") — = {XA H, Nh 
因此 对 性 意 的 连续 有 界 蒲 数 DCR) 一 R, 

lim) ®Cx",H",Z7)dQ, = | ecx, 已 ,z)dQs， (4. 34) 

fae 由 


或 等 价 地 ， 
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lim| BX" ,FH 2 dP = | PX, H, ZDdP. (4. 35) 
B i 


ar mn 


H BEF, PIDO >00 R © MER. A WEH 
CX”, ii, Z") a (A 71424). 
E FB rk BE. 
ie X AX" 分别 是 下 列 随机 微分 方程 的 强 解 : 
X, =H, 十 | F(X, dM, + | g(X. åB., 
、 i (4. 36) 
X = H’ + [rex dae + | ex yaB:, 
h Fg HE Lipschitz (+. MAM EA TB, BAB Py 
Wy AR RAR ST. 
$.4.22 推论 HissupE(AM'); <_oo, Vt > 0, 旦 对 任意 
t= 0,(VarBt}., fae UPR: 
C1) MRH, M, BD > (H,M,B), Wl CX", H”, M”, B") 
~~ (X, H,M,B). 
CI) ot CHM", BO) -一 > (H, M,B), Wl OX", H", M", B° 


Z, (X, H,M,B). 
证 明 “由 假设 及 定理 4. 4. 18 AM ha RIB, BHRAT 
质 UT. EX 
Cho = 0, % = 0, 
Faal = min {Fa + & sinf {z > oh: AH] + [ABE] + [AM | 
> OF}. 
dp = min{fot + &,inf{e > o: |AH,] + LAB, | + |AM, | 
> o}}, 
E lk S l Si BPO). BG ARR. FARE 
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a" + 0,2 =o, a S ® 
PC[AM,| + |AS,| + |AM,| = 20s 0, Yil, 
PCIAH.6¢| + |AMa.e| + [ABase| = 0) = 1, 
使 用 定理 4. 4. 21 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 此 命题 成 立 . 证 毕 ， 
现在 我 们 考虑 如 下 形式 的 随机 微分 方程 ， 
X=H+ | FX,- dz. 十 | gX. ALZ], 
Xe mw + | rox: dZ 十 | gx Yatz"],, nel, 
C4. 373 
其 中 了 和 gg Ege Lipschitz 4% ff. 

4.4.23 ”推论 BRZ. Z sn 21} MAM on 1) ae 
定理 4.4.21 RARE. RX Xn De} 是 方程 (4. 37) 的 强 解 
序列 , 则 定理 4. 4.21 FAC 1 > AC 1D Bear. 

证 明 “” 国 为 1Z 具有 UT 性 ,所 以 由 推论 4. 4. 13 知 

(H, Z UZD > H, Z, [ZD 
AAHH 4. 4. 22 ERI Pe pA WEB 28 ie E A. DEHE. 

4.4.24 5/72 A Z BLF e. ER, H EHZ" ho 具有 性 
ime UT RR +k. So Rap ae E 

lim limsupP| sup jY | = e| = 0, Ye oo = 0, (4.38) 
则 


>e] = 0, Ye> O,g = 0, 


lim limsup?P | 了 
i or a 


Sup 

证 明 ”我 们 可 以 假设 Z-Z. 由 定理 4.4.21 的 证 明知 
Zh) > Zh) Var(Ze — Z hD Var(Z 一 Zh)), 并 且 对 任 
Big > OFFER Var BC) aban ACA CAD) ho HR AW 
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up | ystaz: 


= sup j rea 一 ZAC, + sup | | YdB" GD, 
ü iy 0 


| yd MT (A). 


十 sup 


| 


< sup pl¥e*|Var€Z" 一 Zhi), + sup YY | Vardi"), 


+ sup | pyran ch J, | ， 


rig 


由 (4. 38) RiR AEH 


lim limsupP| sup | yr dad (A), | = 3 — 0,W e> O.g = 0. 
Rr HH ca tr ü 
由 Lenglart 不 等 式 得 :对 任意 的 CG,D > 0， 


P| sup 


fig 


人 ace =G 
< agoel | [i arrra), A D| 
十 P| | (¥7* dM R), = D| i 


再 由 不 等 式 ) Cyr dM CR)), sup | (ACh) 就 完 或 了 此 
引 理 的 证 明 ， 

4.4.25 BM 设 (/; 广 ,nx 之 1) HELER X REE 
PRS. on = 1) ae RE CLD, ORR PO a EP RE 

CLOSER te OSG, OM PG, O BE Lipschitz 条 
tE; 

cy 对 尾音 的 yy E RCD APC) BEA ESAR: 

( 下》 对 竹 意 的 序列 fosm 和 之 1C 下 (是 Jae a, FE DCR’) 
中 的 Skorokhod #ifh. nrn) — (fad Fee Pd 二 了 Gt 
Ba) = Ft A(t) an el 

4.4.26 推论 ”假设 函数 序列 {了 on = 1) Wh A RAF CE). 


igs 


如 果 芝 入 "分 别 为 下 列 随 机 微分 方程 的 强 解 : 
X=H+ [76x ydZ, 
A (4.39) 
X= He 十 | res, x yd Za ， 
MELZ ha 具有 有 性质 UT 的 条 和 侍 下 ,定理 4.4.24 中 的 (6(I 和 (IE)》 
{74 2% AR SP. 


证 明 “证 明 的 方法 和 定理 A. d. 21 EEA. AE 


b> 的 证 明 中 有 所 改变 ,现在 回 到 估计 式 (4. 27). 在 此 处 我 们 只 要 
EHD ERR © > 0g SO, 


ic 下 一 


lim limsup P| max sup | f o- FG AP, Gee 
' f- a cre" aye 


+ Ien antic dZ? | = e] = 0, Cd. 403 
iq AT ota rg 


| sR JE yxy Nt LATS “cmd | 
Cot] 


A 


| bak + PN DE xe Nt awd 
eet 


十 - 


f LEGXO = Poin + XID AZ! 
Cott 
<= (LN + sup |E, |) |Z; — 23, | 


+ 2 sup 
iG 


FYE renent imaz: | 

i 

H p Yie) = F068, XEN) 一 Pat KO oe oS Oats 
ni De l,k 20, ool 25) 我 们 只 要 证 明 

Re CSE eh pt NN ds > e] = Ü, 


Yg >D. (4. 41) 
由 按 Skorokhod 4% Fh He S AY HE A. AT {E E AJ Cs, te). Gow) 
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lim limsupP| sup 


ioe -二 mace ai 


& R, x< Res, t, -= {sre sD < Sa — En < 6,50, $ Ù, 
CS ~— f itat yt, ) 一 全 Q. 
因此 
lim limsup sup sup |Z" (s; — F+, | = 0, 
Š$ mae ta Joe | sl pos 
Ql fc sag 


VN lg = 0. 
从 而 有 
lim limsup P sup | Yaaa ie iar | == E| = 0, 
Ye> 0g = 0. 
AM S| BH 4. 4. 24 $4. 41) 成 立 , 即 (4. 40) 成 立 . 推论 得 证 . 
一 个 非常 重要 的 特 弥 情况 是 随机 微分 方程 


X=1+ | x.az,, (4. 42) 
ECE ST Z HREM X = (CZ). AP 

EZ) = exp | Z, — zZ TL a + AZ je“, 
Z APP BR Z ESE RR PBT. 


SFB BAX RMD? OX) HOCK) HER R, BOO CX) 
= PECKY. AH, EM EMC = EEOC 称 之 为 天 的 
n BTR SAE, HEE 4.4.21 可 得 如 下 推论 : 

4.4.27 FE PBI R(X) > RAPER OTA X 


SX WINTER Be 1, CX PY CX) > CX, FH CXD). 
下 面 我 们 给 出 定理 4. 4. 21 的 一 些 应 用 . 


Ae — Bek ae OF OR BL op oy RE 89 2 S 

4.4.28 定理 2 ZAPF ROOF De ENA 
34 Zo RAB Bh A" H 分 别 为 适应 的 右 连 左 极 过 程 , MAB IRS h 
具有 UT +E. WE XX DIAA. 20) 和 (4.21) 的 解 ,并 且 


i57 


F 
CID sup| Ar — H| — 0, Ya 0, 


CE) sup|27 -— Z,| so, Y g =D, 
Sg 
mi 
P 
sup |X; 一 A| — 0, Vg od. 
证 明 FR SAGE CLD AC 1D RP 
CHI" ,Z") —» CH,Z). 


定理 4. 4.2108) HBR CX", HZ") -一 = (XH.Z). 又 注意 到 
AX, = AH, + fCX,.3AZ,. N0, 

所 以 部 果 AX, (e 4 0,M AA, (e) ~O 或 AZ, C AO. So, 

w E R BAe — Paar. 通过 抽取 隆 序 列 并 利用 性 质 2. 3.5, 我 们 

即 得 命题 成 立 . 证 毕 . 


Aa A HR op} AE C4. 21) 解 的 逼近 

设 区 是 随机 微分 方程 c4. 21) 的 强 解 ,如 果 过 是 Brown 运动 ， 
MR X 可 以 用 离散 化 随机 微分 方程 的 解 一 至 逼近 . 下面 我 们 对 半 
职 来 考虑 同样 的 问题 . 

WT = {TT = {En hio = theo < limes, = 09 
是 R 的 分 割 序列 ,并 且 满 足 

了 (4.43) 

max (int — ta 40, Wee oa, (4, 44) 


beer ts 
Hee Ye) = maxik; fa Sa il SO. eM 

Of = MAX {fm rin St}, £520, nl. 
FS REZ PA BZ © Ode = igota 和 
{ff o Ot ames 一 | CH eimo bac ;其 中 

Z o pf == Ze = Zon Sat e natok 2> 0n 1， (4.45) 
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He Of = Ae = H, sta Set tea sk ee On el. C4, 46) 
2. A) Be ee th Be Lee at E 
Xs Ho phe | fox AZo p),, £02 0nDel (4.47) 


A A X*, 而 由 (4.45)》 和 (4. 46) 可 推 得 
AG = 0; 


Å 
X: = Ht + DAO, OZ ~ Zi). (4. 48) 
A? 一 从 了 = E A E Å = 0. 

4.4.29 ”定理 设 臣 是 随机 微分 方程 (4.21) AX? 是 方 


FECA. 47) 的 解 , 则 我 们 有 
CL) CH o P, Z +p) > (XH,Z), 
Ci) supl X! — X. g| —0, YNO 
any N 


证 明 pjt nal A e AR, 上 的 古 连 左 极 增 
AALE H AZ 为 右 连 左 极 过 程 , 按 Skorokhod 拓扑 我 们 有 

H -o — H, a.s. (4.49) 

Zoe rË, as. C4. 509) 
其 而 由 推论 2.3. 3 可 知 在 DRO 上 , 按 Skorokhod fihi FAI 
We: 

CEF e p, Z e py) (HZ, as. (4.51) 


Tt 


如 果 记 AZ s Z — Zou 1k 1 RTA Z or = DIZ. A 


点 二 1 
# te} 
Z 。mr 在 [0, 可 上 的 全 变 差 为 Var(Z > p = 9) 412Z1. 因 此 
s=1 
Var(Z 。pr <sup|Zi| + >) 1AzZ, |. (4.52) 
srt rene 


这 表明 序列 {2。mr}j 具有 性 质 UT. 故 由 定理 4.4. 210 1) 可 推 得 
Ieg 


结论 (1 ) 成 立 . 再 由 推论 2. 3. 3 我 们 有 
CNR" No — (XX), (4.53) 
因此 由 推论 2. 3. 4 和 和 (4. 53) 可 推 得 结论 tI) 成立. 证 毕 ， 
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本 节 我 们 给 出 了 随机 微分 方程 的 稳定 性 定理 在 金融 理论 中 的 
应 用 ,给 出 了 由 股票 交易 所 得 的 财政 收入 这 程 验 收 语 的 条 件 ， 

虽然 天 部 分 的 金融 经 济 理论 都 是 建立 在 连续 时间 的 贸易 上 ， 
(BAD PAE eRe, CNS BRN Ree 
AH. AE 4 BST OOM. BARAT Te ee EET IB) A 
易 . Bra dt AR AHA. Bk 2 是 股票 的 随机 价格 ,HH" 为 贸易 策 
昱 ,到 为 时 刻 上 时 的 股票 价格 ,五 * 为 时 刻 t 时 投资 者 所 占有 股票 的 
股 数 , 则 相应 的 财政 收入 过 程 为 X" 一 | Aaz. 

4.4.30 EJE RIX XM wn Sly AEE BSS AL 
Re 值 右 连 左 极 过 程 ,X 连续 ,并 且 按 一 臻 收 伍 拓扑 XP 一 > X. 对 
(EM Hin 1. RAP PLT Dc, HCO, TIA N Ht BR 
sup |T} — Ti | = 0.2 — oo, 对 RR* x [0;T1 虐 的 实 值 连续 函数 了 ， 
令 HF; = F(A} ri :了 = t < The wit, == FX, st) » W Fe DUR LY 
biguat, XO > CX). 

证 明 A XX EEE UE Be Xe) RRA re). h 
让 ”一 ey We at F 4 知 存 在 N Cw) THAR n> N Cw) HF, 

sup |X7(w) 一 X,(w)| <1, 
1X Fe AH 

sup, sup | XF Cw) | sa rlw) +1, 
因此 

‘sup sup | Xi Cw) | = max (rte) + 1 » sup sup IAF cw] j. 
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所 以 对 于 每 个 o, (Xe) be BOR A RE, BR 
We AE REA e> OFF FE OC) > 0 (8794 [Cyt — Ceo ole) 
HY. |Z Cy) — fCays)| < 

MTT we E OE N Cw) > 0 使 得 

| (Xo lo) TiC — (X,(w) 2) | Sota), 


从 而 可 推 得 
[E Ce 一 五 Co = |A Xico) Tite) — ACX, Ce) oz) | 
= E, 
KA 
sup | (XF, Ar) — (X. H O)| — 0,7 — ooa. S, 
F EHE. 


下 面 我 们 利用 随 视 微分 方程 的 稳定 性 定理 证 明 
Black-Scholes 选择 价格 公式 ， 

在 标准 对 称 条 件 卜 ,当当 前 库存 价格 为 x ,连续 复 利 率 7 了 7 半 0 
时 , 则 在 时 刻 :到 期 实行 价格 为 六 哆 买 选 择 权 的 非 限制 套利 价格 
为 


Cir) = Ox Ke "Bh —o ft), 
Hp © RHE LEDS} RBA = [Ino 4 re + S/o VT. 
从 而 可 得 库存 价格 过 程 X 满足 随机 微分 方程 

X, =r Hg Kids 4 s| XAB., (4.54) 
其 中 x > Ü, g FO cz if 20. B 为 标准 Brown 运动 . 

SFR T > 0; 取 停 时 列 {TH} 满足 引 理 4. 4. 30 中 的 条 
件 ,假设 在 第 # 个 周期 内 ,投资 者 仅 在 停 时 六 {7%} Ab eR, RE 
E r ERA FFA WR RRR A ,使 得 六 二 六:， 
tE (TH. TH. 为 了 简单 , 取 TI = 二 .不 失 一 般 性 ,我 们 取 = 一 0， 


iff 


此 时 我 们 只 考虑 库存 收益 ,而 债券 交易 收益 为 0. 

现在 考虑 库存 搞 易 策略 上 为 

= C,T 一 PiK), Tit Ts (4. 55) 
ES C2) = 2CG, 2). HET BIE HT E 
HFF, RTA BAB PR HA eM Se BS 

a = at [ eax, — Oe Xo + AX TE’ <TH, ©. 
其 中 og = CT, Xo 一 &Xy, 则 全 部 初始 投资 中 十 BY le 
Black-Scholes 选择 价格 CCL ,X。) XA BA BOR RE Co" Oy ae 
刻 工 的 全 部 盈利 是 CC0,Xo) + | PAX. 

44.31 性质 na BF on, BASRA (ee) 在 时 
ZT A A Al ik op a TE AA] CX, 一 AD'S, BD 

COX + | wax, (Kr — KY. 

WE | 对 于 "一 XK = CLG, Xt € TTi Rie 
易 证 明定 理 4.4.18 Ba Fe Mee. A K" = Xn Nl re 
有 A 一 A(n 1) Aid AlimP (Var CA), > 6) = 0, Bl 4.4. 18109 
成 立 . M X PE SEE DO] HEI X BR Ao) BX = M+ ADA 
ath M 及 有 限 恋 差 过 程 4 均 连续 ,从 而 由 引 理 4 4.30 及 定理 
4.4.18 可 推 得 

CO, Xo) + | aax, ZCO, X) + [oax. 


由 Duffie[7] 的 第 22 节 知 CC0,X) 十 | BAX, = (Xr ~ K)* sa. s. 
命题 得 证 . 
4.4.32 性 质 ”很 设 a:R x [0,T]— Ro:RxXx [0.7 ]>R 
Al ¢:R—> RE. By SS AG EE Lipschitz 和 条件, 并且 dX, = 
ati, X odt + o¢Gé,X)d8,. WE X = M" 4+ A" 满足 定理 4., 4.18 中 
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的 两 个 条 件 ,并且 按 一 致 拓扑 买 " -对 -入 , 则 存在 离散 时 间 的 自 筹 


T ge 
Ele(¥;)] + | oax: s eX), 


HOP Y, = Se + foG.¥ dA,2 € [0T] eX 称 之 为 到 时 间 工 
HT BA) E 2S a l. 
(de ACE BA 全 所 fr = Arse taser 其 中 Aet = xt foc, 
Zas, MWA Duffiel?] 的 第 22 节 的 证 明 相 同 ,我 们 可 推出 
五 . PSE eM OHA = FLUX) 满足 方程 
ELe(Y J + | eax, 一 gX), as. 
对 于 贸易 策略 六 一 77,Xr © (TiTi 1, PERE 4. 4. 31 的 
证 明 类 个 下 知人 荫 题 成 立 , 证 毕 . 
假设 相对 于 方程 64. 54) 所 确定 的 价格 过 程 A 的 积 辕 利润 过 
三 是 一 个 市 漆 移 的 Brown jan) Y, 


Y, = «t+ oB,, (4.57) 
BAX = Xe"). FATS A A a UY") EY 
af 
— FY, 


4.4.33 fl (Cox, Ross,Rubinstein) XX p PE 
TEA E EH n BiR (Yije SEH aA ap s Y: AR MA 
4990 36H y n EO — u, n DOO — o, p DO AY? 的 
方差 . 今 
1 [mt] 
¥? == YI, (4, 55) 
容易 证 明 Y¥" Y. 因为 {Yj HOY BRS A 
1 #4 
At 一 一 -一 Y: ECF) 
Ze 30 ~ BoD 


H 


T73 


ER, AIE Y 有 分 解 


1 Lat] i 1 
Y = Yi — E (Yp) EOD = Mi 4+ A. 


n 
lim supPCVarCA"), D> &) 


<< lim supP¢ Vnt] EYD] >H 一 0， 
Rit h E 4.418 Mh. BARR UT. WEG x 
一 KR CY") XG -二 Xa. AN HER 4. 4. 26 4X" Zx. 

4.4.34 性质 ”假设 Xi- X,>0, Oha 具有 定理 
4.4.21 中 {Ze*) EHER, JEE Y" — Y, p Y E Black-Scholes 
积累 利润 过 程 (4. 57) , 则 X” = Xie) 一 > XEY) 一 及, 并且 


Cw0,xXs) + | oax: 一 - (Xp 一 KY ,其 中 离散 时 间 库 存 贸 易 策 
RE OO FE OH 

= CiT i Am), tE CiT). 

WE, ECO, X.) + f oax, =(Xr— K)* a.s. ,利用 引 理 
4.4. 30 AER 4.4.11 易 证 此 命题 成 立 . 

下 面 我 们 给 出 满足 人 性质 4. 4. 34 的 例子 . 

4. 4. 35 ”例子 ”独立 同 分 布 科 油 

EEY" ho 是 由 54. 50 定 闷 的 库存 利润 过 程序 列 , 其 中 

CI FR}! 一 发 有 界 ， 

Cl) 对 于 每 个 国定 的 ne oe ren 独立 同 分 布 ， 

(H) Mn EYI) — p, noo, 

CNO y n DCYG) -~ at, n — o0, 
则 由 Donsker SATJE YL Y, Hh Y hC. 57) A, ER 
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4.4.21 中 的 条 件 满 足 , 所 以 由 性 质 4. 4. 34 知 
COX + | eax: (Xi — K). 


4.4.36 例子 ”混合 利润 

(REY h 是 由 (4.58) 定 光 的 积累 利润 过 程序 列 ,并且 

Cid (Fi h> 是 实 信 一 致 有 界 随 机 变量 序列 ,并 且 对 于 每 
Tns Yi hel 是 平稳 上 出 

(I) & Fn 一 of < my} Zn 一 (oz 
= Pla 77) ,其 中 

f(a |S) 一 sup | PCA |) — PCA) |l vs 


2+ 0 


对 某 3 > Oi p — Toe RRM > 1， 


n= > [POD < co; 
Ht J 


CH) v na EYD > ww, sup Yn Ca || UT || ats << co, Hp Ut 
= Y; — E" (Yp); 


CNO a = EEU] 十 2 D EWU LUD AEX, H o amo, 
k= 2 


n— co, WISE Y” 由 (4. 58) 所 定义 , 则 六 一 > Y( 详 细 证 明 请 参见 
Ethier-Kurtz{ 10 JP350-P353). 


令 


= X0; + SE Uhn! FT), 


由 混合 假设 条 件 知 上 面 右 端 的 级 数 收敛 ( 见 Ethier-Kurtz[10] 
P351). M m% f ¢- RDA CF Dir ME E— THAR MR. AIG 
分 解 式 pea 


l 
Y; = — Miu 十 Al 
Vn 


i75 


Cu] 


1 
At = F Tne E" 是 E S Mm " i+ “ 
其 中 - 产 Veu] H = 2, CYR, V? Dew tT) 
利用 Ethier-Kurt2(10]P351 的 估计 法 我 们 可 以 得 到 
本 TU 


(|e | 
< Sy > OP my) | Er |i ars 


< C, | aa 
OFF HS H SR AFC y 


1 
i “| -—— WV VO La b 
lim supP | — arC V" J a > 


< lim sup 


im sup pF 
< lim sup 72 VRC, || Ut | 248 = 0. 
所 以 定理 4.4.18 中 的 两 个 条 件 被 满足 . 从 而 由 性 质 4.4. 34 可 知 
C(O, Xn) + | eax: —> (Xp — K)*. 


E” (Var (WV pu) 
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EEE EREE i SF ag e fi ai HL TEDEN E 
HMH TFL. 21,461. 


5.1 WARIA Se Soe 


s.1.1 2M ARAL a FEY Poisson WIE. m 
C1) see se A eae > OP Ce ie) x E = OD 


(1) (Rox ES, x &) ke FRM — Ee yy 天 的 可 用 


TS PTT BE 

Cn) to BC Goo) X E. = 1,2,4 n MAETH 
F e( Re. eB) FOS 

(No epee Be Bw &,.e(8) BRM, Poisson 4p 4G. 

Gr pe EE Le = eie 


©. = 1 了 E FPN = 0, Ef þa Fise) Gis dz) © oo] 


a= [f E Bve>oel | LUGzylocdssdz) < oo}, 
Di = | fC PALE - 列 停 时 T, A 00, ETE ST or, E DP). 
设 « 为 随机 测度 ,v= eina yuu. 
MSS GFA 

E[ | [lrcs,z) pkdsvdz) | 


-一 El | | | #Gs,x) jucds,dxr> |. 
以 后 我 们 记 . 


i Fessx) p (ds,dx) 
ba E 


== i Fisi gecds d) — fj fs, a)ucds dr). 
ou E a. E 


me se 名 中 于 ,由 {| | SG @ dssdo) BFA TRO. 
并 且 有 ， 


由 Fen m (ds der) ) 


一 | | (s,rutds,dx) — >} (| Aeus) x dx) V’, 
RU io 9 E 9 Pb t+ Ay Borel $F, UU, = E, 停 时 列 
TI A co,a. s. sk $ oo, (EIR 

ELl, A T] X UDJE. 
MHP LE DR 

fiw sy) == Fam Cf Cerys TT CdF are F es r£}. 
容易 证 明 二 E OL) DHE 

elf f [Fils sx) — Fil) |tutds,da) |> 0, Èk — OO, 

of E 


ifs 


nyt — D, 
因为 

EU] | AG dssdr) — {| fiz) Z dssdo) | 

<E[ PE AGa — Alcs.) Huds de) |. 

所 以 存在 一 个 平方 可 积 靳 并 ,使 得 

E| |M. — [| AGa n (ds,dx) | ~ 0， 天 -Da co. 
A EBH M fe ME REY. i a, P T: EA A. FR Pic 
M = [| fsx) K dsid) MR SE On, 则 | [fx) 
. X cds do) BEE X BME — By BABE Dy BY AR BR 于 ,使 得 

Mar = | Taos FCs, r) g (ds.dr), nl, 
Hp iT, h 是 P PE A N. 

对 于 fee © Mince M PERRA 


(| | Area u (Cds,dx) [etx i (ds,dz)| 


i 


= [ | fs det px pucds de) 
-5 人 Grade) xdz)j {| gads} x dey}. 


(1.1) 

AeA BWI Se A FRA ra ee BS Ek RE 
He © O.elwe,ds.dz) 为 XxX E ic Radon 测度 . 

5.1.2 EM labs ATTRA EE PR we, Ror TPS HK 

SP REPLI EE 上 如果 对 任意 的 了 所 Crx(RiX E), REL EYF] 


(ff Gads dz) 上 依 分 布 收 敏 于 | fx) u dsd), 
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TAT ft. Z, H. 
Sp AEP PERE A AR R, X ERE RO 


紧 集 内 满足 PALAD) = 0) = 1, = 1,2,-++,2 AY Borel & A,, 
As A, PRR 


Cp AD otf AD o> (CAs) ss CAD) 
其 中 aCA) 是 A 的 边界 点 集 . 

5.1.3 S| WM ARMA Rm, AAD, SC, 和 
sup |AM,| < C, WWF Ooca< 1/[acC? 十 C297, 


E| exp{à sup |\M.l}) < Taye pe: 
证 明 {ERN OO lo 有 
EL |M ae — Mine t nd 
=, |AM,,.| + EL| Mine ~ Mind lined 
E, + ET CM ne Mins)? | Bn 
<C, + Cf 
从 而 由 Dellacherie 和 Meyer[5] 的 定理 109 Hap Ro. 证 毕 . 
S14 A BHM" e AMARA A PRA LA 
My- A, EP A 为 连续 的 单调 增 过 程 . 如 果 AM CY n 
六 1, 并 且 MM, N MAF H E R o- mi ER E PJ RER. 
证 明 BAA [AM] CC. ETA h ENR 2.3.2 FER aM] 
=. C, P-a. s. SERA A > 0,4 
T = infi = 0:4, k}, 
则 T 为 停 时 ,并 且 Ar ACA A 和 4 连续 ). WER n EK 
S, = inf{el=0:;(M), > REI AT, 
iS, 也 是 停 时 . EM" 一 (MS. RA 
PUM 4 (MY Dp <= PCS, aT 
1a 


< PT 十 1 

MiM") 一 > 4,4 为 连续 增 过 程 以 及 Ar < k, RABA 

lim P ¢{M* A (APOT D = 0, 
从 而 M EM 的 弱 极 限 . aM OE 

Cy = (M5 Me + AML Y 

SA tlt Cee t+ 14+ C’,; 

MAM | s CcC Mind Sslft5.1.4 有 

sup | Mi < oc, Worl o. (1.23) 
SEB s At MBM Hosa ones, SAR I 
HA TE SE ee BY. 因为 Mr A BL 

E CM? — Mt) f CM? sees Mi) ] = 0. (1.3) 
S D= k > 0: PUM) AMT 5) =0} AD A R pA TE. wM 
BAC teste otys Sot) C D, HCL 2) 及 连续 性 定理 ,在 以. 33 Pon 
— oo 取 极 限 得 

ECCOME — MT) f (MT ,ME = 0. (LAD 
由 OD ARARO. O PERE OOS a a l o l a <ce 
E. Hh d & FAEERE M A. AT M aR, 又 
AMI <C, ARR. M Am EA PEBE, EEE. 

5.1.5 5| {zaha YTS oo, = aioe A 
随机 连续 的 可 料 随机 测度 . 如 果 

frm > fio, WIE CER, XE), 
WHER PE Ce CR, X EE), 序列 {pr ALF. Ca 一 Ud baer 
在 DUR) PRHE. 

证 明 ER ECR xE S 

X° = f. fns Y* = f, (4, — Va). 

国 为 上 为 随机 连续 测度 ,所 以 让 5 AE e Re Le. E Ri H 


tsi 


Lf. Uy ce HEHE SEHR BE. FR PEC. CR Xx ED EB OH EARL E 
1Ay"| <= 2 Sup ISO, KO Y Aa SBOE A Sy) FRR. id 
= |F |. 则 


> [| fv ts) x dæ) | 


< sup | FCs) |n Cis) x dz)| f | fs) |v, ds, da) 
s+ E tw E 

= [sup (AAP) JA". 
由 假设 条 件 知 A" -> |f|.v, 从 而 由 著名 的 Skorokhod 定理 可 设 
At —> |F|. v tE Skorokhod 拓扑 几乎 寻 外 成立, 但 是 Ef. E, A 
而 对 任意 的 上 >O, [sup (aA) A: — 0,P-a.s. , Bf 

2 P 

D[| Ads) x dz) | — 0, Wir o. 
hd. 1) AREAIS 

(Y = Pen 2 f Fesses} X dæ) | 

sE E 
Z, pv 

由 定理 3.4.3 40/2 IB. RX = Y 4+ Su RS. On ae EE 
He ES xX"), Fe. HEE. 


5.1.6 定理 Ble). HOO ww = eA 
随机 连续 的 可 料 随 向 淹 度 , 如 果 对 任意 的 Fe CRX E, 


fv, o> fou, 则 存在 整 值 随机 测度 4, 使 得 名 一 >p, 并 有 是 pp? 一 v 

证 明 HERH f ECR, E), BMX’ SY" ALT 
5.1.5 的 证 明 中 相同 , 引 理 5. 1.5 WX ha 胎 紧 .从而 随机 变 晤 
序列 { 信 | fcs ,zypkds,dz)) ， 蛤 紧 ,出 的 任意 性 知 {x1-> M 
eee, HERR oe 为 整 值 随机 测度 . og, 
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pe, WE EAR EERE S E Cy(RX E), S. u, > f.v, 
F- vn => f. v. BAP Ba, Jan ERR ARB Yao 及 {Cf. pao f. 


wO hoi 胎 紧 . RR YY, h LGR BREET Y = f. Ge — v). 
有 由 引 理 5. 1.5 的 证 明知 

cy") SR. u, 
从 而 由 性 质 5.1.4 知 YY 二 f. Ge — v) ATH H IR o- 域 流 是 局 部 平 
Fy BY BUR 的 任意 性 表明 p — v, He, Wang 和 Yan[13] 的 定理 
11.54 表明 {4} 的 弱 极 限 按 分 布 基 唯 一 的 , 故 得 扩 eet 
=v, WER, 

5.1.7 FEE BR oni FUSE ABEL, 二 ete A 
随机 连续 的 非 随 机 测度 . 20 ER o, ——> v, MEER LE OF 


得 如 一 > asp 为 Poisson 测度 ,和 并且， 一 s. 
5.1.8 定理 it ieee teem oe 1} -A Poisson 随机 测度 :只 


= phy = SM pa > eR, — >. 

证 明 RY ee Fl ee, H Poisson 随机 测度 ,所 以 4 和 vw 都 是 
随机 连续 的 非 随 机 测度 . 定理 的 充分 性 是 措 论 5.1.7 的 直接 结果 . 
加 此 我 们 只 要 证 明 必要 性 . 


假设 pe, 一 > 六 对 任意 的 所 CRX E), X* = f eX 


= f.p, 则 XX" > X, 因 为 /rr R p ERE Poisson 随机 测度 ,f 非 随 
机 ;所 以 匀 及 2" 均 为 独立 增 量 的 半 鞍 . 由 /的 有 界 性 可 推 得 {AX， 
AX* n> 1} 一 狼 有 界 , 设 此 界 为 a, 取 连续 有 界 的 截 尾 函 数 有 为 
CT) = XxX| Xe, A XA X KF RBH A Ae SAE 


EAE B = fu B= f.v, HEE 4. 1. 2 aug XX et 
sup |B; — B| 一 0,n — œ MER t > Om. ITER. 的 紧 子 集 


1&3 


Efo Bua fv. 由 了 具有 紧 支 集 知 
| | Aew ds,dz) 一 > | | fos 2etds dz). 


f 的 任意 性 表明 一 > v. E. 
5.2 随机 积分 的 弱 收 伍 


本 节 中 我 们 假设 推论 5. 1. 7 PARERE, MA e> we, 并 
AIHEEN SECR, XE) ,| | Ferd eds dz) || fo, 


xz) utdss dx) 及 | | fCs,z) ,Cdssdz) 二 |] fisz) Cdssdr). 
总 oa E 


本 节 我 们 研究 | | A ,x) pCdssdz) 及 | | Ae) a Cds, dz) 的 


5.2.1 性 质 Ws-¢..fMe MER, X 吾 上 具有 相同 紧 艾 
t H Ri 值 可 测 函 数 . 在 推论 5.1.7 的 条 件 下 , 如 果 让 一 > 
fftv-a, s. J, g, —> gtv-a.s.) IPE {fai A T o U 


an 了 CS] FCdssdr), | | gals £) mlds de) | 
Ou E ale 


> ({ | Fe Cdssde),| | gr) pCds,dz))]. 
a0 Fe 

NEAS ,x ds da) -> | | Fes, zodssder) ， (2.1) 
TU (fdas, 一 至 有 界 的 条 件 可 以 去 掉 ， 

证 明 ”不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 a es. AAU eee 


eM REE 1 零 集 , 由 假设 知 依 概率 1 ae) > fhe 
(g-a. s. ), 所 以 由 定理 2. 4. 32 
Ta4 


onl Ja (sz.cds sdz), | | gals, x) pe (ds dz) | 
ÖJ E gd E 
Py Fes .crntds.dr).} | g(s, x) plds, dr) | a. &. 
W E Dd E 
引 理 2.4.2 可 推 得 
fi Fls rdv cds dz) |f fits ,x)utds,dz).a. s. 
oy E al E 


由 | | fes,xyvcds, dz) 的 连续 性 可 得 
(|) fee Feldssdz),| | g.m pods dz) 


一 > ENEG P cds dr) {| eGo cds,dr)| 1a, S, 
证 毕 ， 
FHRA A He 具有 一 致 紧 支 集 的 假设 , 设 { 天 ,}.wi 为 
一 列 紧 子 集 ,K, C Knor S1 AUK, = EAH K, H K.i 
内 点 集 . 

5.2.2 定理 it ngn d U g AE Ry XE EW R- (i 
函数 ,并 县 满足 CI》 LED LID gn EPLO {Aha 
WA. Miti 5.1.7 PRO RAR HEF ED, gE 
DEI, d > foe) wa. s. ). MESH e> 0,T >, 


lim limsupP| (fy | fs sr) | dsa dr) z= e) = Q, (2. 23 
fee ces noe ed Oa ESK, 


lim limsupf | tT [gs Ty |u,€ds,dx) > e| — 0, (2.3) 
ee 记忆 Ace oe a ENK a 一 一 
pij 
ff i, 85a) # (ds de), | f gCssx) pds dz) | 
UA E E 


A EG Pi (dsdz) ,| | g(s.xdptds,dx>)}. (2. 4) 


GRR EBAY $ l, 
1&5 


+ a ， 
ine Fats. rOn (ds,dzx) = | | f(s.x)vu(ds,da}, ‘en 5) 
z atk, 


RECI’) 可 以 除去 . 
HE RH ER ek = 1,2, 为 连续 函数 ,使 得 Ik C2) = Gx 
Satz, Cr). FE 


wre = | | AODA Raids ,de), ns 

Wi 一 NEOG n (ds,dx), k>] 

Zit = | | gr)gGs ,zr) pds,dr), nkl 
PA Ae 

Zi 一 | | (2) gts, Tyrtds dr), k= l. 


ATE RR 0 A T < co, AEM 5. 2.1 S07ELO.T ] A 
cw, Zety 于。 WZ), ne oo. 

从 而 有 
CW Zh), WELZ), 00 YARD IL 

所 以 ,要 证 明 (2.4) 成 立 , 由 引 理 4.4.9 只 要 证 明 ;¥Y T > Oe > OO, 
lim limsupP| {[ wz 一 SEZ # (ds ,dx) | > e} | 


£ 
k— oa ho Co T 


= 0, C2. 6) 
ke 
pliner ([2 = [feconda]; =) =o 
(2.7) 
(2.7) 可 由 (52. 3) 锥 得 . 为 证 上 2. 6) ,利用 Lenglart 不 等 式 得 
P| {| we 一 | | Goan pds de) |" = e} | 


= 3 + P| Lf De) 一 otro) fas r) Bu Ces dr) 


1&6 


=)! 


< $ 十 P| TEN filssx)u,Cds, dr) = 7} . 


由 (C2, 2) A e.g HEERS C2. 6) WEAR. 
假设 (2. 5) ASAT fot. ROBOT a eB 2. 4. 3 OY 


` ` a Ë, + , 
| CS =f | Fis m pidas, ,d £), S., 


Y k>l. 
因此 有 


ine Pasir Ln (ds,dax) SRY ine f(s 52) B cds dz), a.S., 


VR = 1. 
由 假设 条 件 可 推 得 


fy alsar) ZCdssdze),| | gus E) pa Cds da) | 
站 二 4 K, 


E 门 fa (dsd), | | essed pCds,de)). 


利用 Lenglart 不 等 式 , (2. 2) 和 (2. 3) 可 推 得 结论 成 立 . TE EB. 
5.2.3 Æ 由 (2.4)? 我 们 立即 可 以 推 得 


[i Fish uds, dx) 十 {| g,(s,xc) ids dr) 
Ga E olek 


=~ |" Fisz) p (ds,dz) + | | gcsszyucdsydzy， (2.8) 
al E 


在 (2.4) 或 (2. 8) 中 的 极限 过 程 是 不 含 Gauss 部 分 的 Lévy 过 
程 ; 可 是 如 果 我 们 合并 中 心 极限 定理 与 定理 5.2.2, 则 可 以 得 到 极 
tH of FEPL A Gauss 部 分 又 有 Poisson MA. 为 此 我 们 先 证 一 个 有 用 
的 引 理 . 


s.2.4 BIR Bladen, 是 满足 条 件 Dla. < co 的 非 负数 


1&7 


PiE ha 是 非 针 随机 变量 序列 ,并且 满足 


oP 
上 一 


l, (2.9) 
DUARTE ACL) S RID Sees LE) -oo 使 得 


lim limsupP | (Sle > 8) = 0, Y>, (2.10) 
LA Re 

kin) P o 

5E — >a» n — OO, (2.11) 

i=l 1=1 

证 明 (2. 9) 表明 存在 序列 C1) < ja <i ER 

P| [l&—al >p. Vn ja). (2.12) 


Ma) =f MPO SnU AA SA) WB n 
me 7M). 由 (2.12) 我 们 有 有 
1 


P| (& > a + ach) <a Y i<ktn). (2. 13) 


Xt FER AY O > 0,24 m 充分 大 时 可 得 >) G +a) <8, BRL 


p({ Se >ej)<p((Se> D+ ad))) 
<Er TE > 2? +a,})< 21 
对 m 充分 大 时 成 立 , 即 (2. 10) 得 证 . C2. 9) 和 和 (2. 10) 立即 可 以 
EO. 11). HE. 
52.5 定理 (ieee 5. 1.7 PRES... Sf 
和 c 满足 定理 5. 2. 2 中 除去 52. 2) HSMRE HAV T> 0, 
lim limsup suP1 \A.G,x)}/:0 Sti T,xz & K,} 一 0, 
(2.14) 
设 M" YE Pe SY BR Ee DOO 
1&8 


一 人 和 wt yrs i 
MU Mee 十 [| filssx) padssdz) 
ÙJ E 
十 ff e Cs se, Cds,da} + 
yrei Mant t int Po ptds dr), 
Oat EA 
和 如果 存在 R GO R (eR POD = CBD), ce 使 得 
lim limsupPC{}<¥""4>, — Pwl sN ~ a,¥r1>odé>o, 
(2.15) 
网 
a - 一 
A" ——» M -+ f | Fssx) u (d: åz) 
et E 


+ [| ga)pcds ,dz), 
其 中 站 是 Poisson 随机 测度 ,az = v HH M BS pe Oho Gauss 
OE LCM = È. 
EERI (在 定理 5.2.2 中 ) 也 可 以 被 条 件 (2.5) 代替 ， 
证 明 设 角 和 定理 5.2.2 的 证 明 中 相同 ,对 任意 十 半 0, 令 


=j | [g ir) — gtx df, vds ,dr), th =l, 
ow E 
a = | | face — aif locds.dx), i> 
由 于 f, > fas.) WH Hla. 一 all > Tea: 一 
pll l ATA fr ea yil. max | | fiveds,dr) < 
i=] 


co Dek REAA fe 名 ,由 引 理 5. 2.4 知 存 在 序列 和 (Cn) bes 
b(n) 让 co ,使 得 C2,10) 和 (2. 113 AeA. 
d Or) = fT Oe SP Ge) = fUr) 
一 fP azn = 1p 
ig 


U = M+ | | SPG) Fdssdz), 
ve = | | fc Fdssdz), 
Ùs E 
FH 
wW" = [| es s€) acds dr), 
则 X 一 0 十 Vr 十 W. AIRF (AG) ho 的 取 法 知 : 如果 m 
mi kCn), PS? REXA 
{| | FeV es, ad fee Cds .dr) 
OSER aha 


kirti 


Sr | J Enon tz) — Br fs zr) vds, dr) = DIE. 


r= PT 


(2.16) 
Hy 2.103 M2. 16) 可 推 得 : 
lim limsupP| 人 | Fo? Cs æ) |u cds, de) > e | = 0, 
Ye 0. 


MMF PY ba Fl lenders EE 5. 2.2 中 的 条 件 全 部 被 满足 ,所 
以 由 定理 5. 2.2 得 


Ve We aoe [| fx T (ds, dr) 
, 


+ | | gs zpds,de). (2. 179) 
Fa RAF C2. 14> 立即 可 推 得 
supi APG 0 aa T, E E}~0, YT>o. 
(2,18) 
ASEAN tS TAC) em > 1, 
[Ur trey, 一 
< [dU oe yoy | eet yet) | 
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È 
Alm ken) 


2| LEP D E)? 


FATA. 10 和 (2.11) 容易 推 得 
lim limsupPC{) tO", b>, — CYT yen) > 8p = 0, 


= CUPS e Na yemey Eg Cyne yR — prm T 
= 


Yo>oO (2.19) 
合并 {2.15) 和 (2. 19) 得 
limPO | dU"), — BG) | BBY) 
< lim limsupP| iu UT, — 《em Ye"), | = 5 | 


im 


+ lim limsupP| | | 一 人 | 次 at = 0, 


th + 一 1 


oe Eee 
艳 由 选 理 4.1.14 QU" —— Mc". Vv". Ww) > 
EAR) Fis, z) g (ds,dz) an g(s.x)ulds dx) Sie. Mts 
Ow E oO. E ， 
xe, M + j f€s,x) m cds, dr) 
Dd E 


十 f [ e pds ,dr). 
StH v7 Ss E Eh A) Sp A E ES M po TE. Ee. 


5.3 ”离散 时 间 点 过 程 的 极限 定理 


为 了 书写 方便 ,本 节 我 们 其 考虑 极限 过 程 是 时 齐 的 Poisson 
过 程 , 但 这 并 非 巧 本 质 的 要 求 . 

Bar, F”, PO BERR Sa, SS” 的 子 o- 域 流 , 对 
任意 的 上 > Oi FT = Sy. BIR Se 是 C.F?) 适应 的 实 值 随 
机 变量 的 三 角 阵 ,我 们 定义 离散 时 间 点 过 程 如 下 : 

E=([—~,0) U (0,c], 

| igi 


Dy = ESETT -一 ] 了 -= 1 


p.Gi/n) 一 6， 如果 二 € D,» 
则 n 的 跳 测 度 为 


HCO) x A= E E Daa Eu) E Lose] XA) 中 点 的 
个 数 . 容易 计算 的 可 料 对 偶 投 影 为 
CCO] X A) = SUP, € AD FLY AES. 


tea me 
(3.15 
iecdz) 为 (一 oo co), 70} EPJ Borel 调度 ,使 得 对 任意 的 E 0, 


[ aa < 00. MIRE LBC — p 一 5C(T p 一 0, 则 5 可 


看 成 五 上 的 及 adon 测度 ,推论 5.1.7 EHSA: 
5.3.1 定理 ”对 于 任意 的 1 证 0 和 vtdx) MERE =, 
on Fe BR Z. 


SIP {ba > | Fia} 2062009), x> 0, (3.2) 
kE m 


SOPH {bu C| Fia) oor] <0, C3. 3) 


kE N 


则 ze > pe JEP u A Poisson 随机 测度 ,prkdt,dz) = dt Dda), 
设 记 (sz) g sť)’ Gn M gar) ER, x REMETI 
Fe tF YT BY Hl BA PRY 
f,¢,.0 = ¢,0,0) = 4, Y i 0n Sl, (3.4) 


r (FG) + |eGser) Tan} vdz)ds < 2,Y £ = 0 
Oa rimà 


(3. 5) 
FE C > 0, 使 得 
[Cs AC, Yrt>Dod, ze Roan Sl (3. 6) 
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lim limsup sup { js) 08ST, lef es} =0,Y T> o. 
(3.7) 

fG. O WAS FRYER F E = [一 ce:0) U 
CO, + oo] 上 的 点 这 程 . C3. 5) BT RE fC Dg € O03. 6) # 
明 fa E Éi EEE. E OL ARTA. C3. 7) 相当 于 (2. 14). 故我 
人 可 以 把 定理 5. 2.5 HBH: 

5.3.2 定理 EAG. 2) 一 (63.7) 下 ,如 打假 设 

CI) asg) = (fre) (de odxd-a.s.), 

CH) E o > 0 AEE te 0,8 >O, 


lim jimsupP"| ({ | ole (ac, OIT "| 


a 
TEAC ELF LIP) — ot 
FEA = Endog sce: 
CH) lim limsupP"| | DE Ce st) ||) Bah 
> 


etait? 
Wi 


| 
0,0 => 0 
iAP = DEL EE len URNA 


iE nr 


Daith edie] a 


ob. + | | JED R dssdo + | | g6 eetds,dz». 
Üa E Da E 


请 和 和 定理 5.3.1 AFA. BASS» TO RHE Brown 运动 . 
me. E De. me 并且 对 一 到 0 二 6 40; 成 立 


DELS .| En Toe, ol F | 
< ff fz)ds oda), n — oo (3. B) 
则 条 件 (3. 6) 可 以 去 掉 ， 
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5.3.3 FE (1I) 对 于 多 维 请 形 ,我 们 可 以 用 同和 祥 的 方法 进 
行 讨 论 . 

(1) ae Ane aH SEB + eS Edt} 收 
ey. 

应 用 定理 5. 3.2, 我 们 可 以 得 到 下 述 例 子 . 

5.3.4 例子 Ei ose 为 非 负 的 独立 同 分 布 随 机 变量 
序列 ,并 所 成 立 

了 im Cis, >r) 二 l, 


RIR EEH] 1 A a <-e l aad Sl MAAN RING 
|a a SEF ee "Er DS Sts ,zz T >) ce — ELED] 
PEL isonet 


obese rit 


_ (f z^ (ds ax) nere si afd5 dr) 0B, | y C3. 93 
Of #0 tt rt 


其 中 /是 R\{0} 上 Poisson AAEM DEBUT. y? = Te>o| Je} dsd, 
B 是 与 独立 的 标准 Brown 运动 ,r* 是 加 的 方差 ,结论 (3.9) 可 以 
SR. 


jf xo pa dsd), an x pe Cds aa} nf 2 | f a? H Cds dr) 
Üa E D E of E 


a r - i 
E] 


这 个 例子 的 证 明 是 比较 容易 的 ,只 发 验证 定理 5. 3. 2 pR 
件 全 部 被 满足 即 可 ,详细 的 工作 留 给 读者 来 完成 . 


5.4 点 过 程 的 渐 近 独立 性 


ie E „i = 1.2,.:.d 3 ABAD BHA Hausdorit 空间 ,EE 
-一 E, pd E, Wo x< BE, FTE E LER PR sic IL EE Bl E, 的 
fi Beet ;L(x te 0g) = iy BE p WEAR AEE. iid Ihe E fp 


19d 


Sai ar, EP Lp) = Te). Aas 的 跳 测度 ,其 可 料 
SRT AN A ee J op ASR Bw Sy BP E , I4 
PFCLO x Ad = uO x IL CAD, YAS BCE,). 

这 一 闻 我 们 将 研究 E- (a eth REPS Pate BOTHER PE. 

s. 4.4 定理 对 于 每 个 区 1 Sid) Bi 4M as 为 
((0,0cc) X BX 27UE,)) 上 的 Radon 测度 ,并 且 满 足 

vi (ds da) > v (dsidr),n oo, W1XiK<d, (4.1) 
He ULE, AAC L0,00) Xx EE, & SCE,)) EH Radon jill] 
E. @p BRR eK, CE. gid) Y0, 

vO] X UL CK) N USK) + 0n 00,1 Aj 

(4. 2) 
则 有 
Cea tds drys Ae Cds ,dxa)) 


—, Ce Cds dari) stt po Cds, dza) ), C4. 3) 
其 中 j ,pe 是 相互 独 谋 的 Poisson Sit READ BEM, Cee? =, 
z= ] c, 

证 明 每 个 分 量 的 收 鳄 性 是 推 沦 5.1.7 的 直接 结果 ,因此 我 
们 只 要 证 明 et 相互 独立 . inde, 一 五 U A) AE 的 单 点 紧 
化 空间 ,Z = E, XX EAA). Ap A= oeno’ 4D. AA ES 
,了 的 子 集 ,所 以 p, 可 以 看 成 为 Z- 值 点 过 程 ,当然 我 们 必须 验证 各 
Al, BRE CR x E, A,x CED) EMER. K 2,58, XK EN) 
上 的 Radon MJE ta. s. ). 但 这 是 容易 的 ,因为 我 们 已 假设 4.4.0 
= 1.2,°°,42) 为 CR XB, 党 |  @CE,)) 上 的 Radon 测度 . F; 
= {x € Zr = A pj Æi = 1,2.°,4d, 0 FFs Fe BAR 
FASE. 由 条 件 C4.1) 和 (C4. 2) 可 推 得 在 OCR, x #7) 上 


u — I, (4. A) 
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Bop Pe AR. X Z RPE REX CULE k HAWE 
rol x A’) = vo xX ADA © BCE) .1 Kixd. 


REA = (x © Zin E Ayr, = A,Y , KICK). 推论 5.1.7， 
(4.4) 开明 在 CR, E 


Eee 
Hn A (4. 5) 


其 中 兰 是 一 Poisson 点 过 程 的 跳 测度 ,pz* = Tr. 

HE pg BS, 元 OC, CR xX EL) at 一 一 l, Zarad, E 了 了 人] = 
Cf, Taz). at Wad) € ZALEN FG. AD = Q, = 1], 
2.-+,d. ERER, XZ 上 /有 紧 支 集 (在 R;X 上 上 了 未 必 有 紧 
志 柴 ) ,所 以 由 <4. 5) 我 们 有 

全 | Faredudd dr) Z, [| Ae edenda) , 

El 


I Fada dede | | far dt du) | 
LO j 0 a 


ET f itu) Ci, da) REET Fi fatadei (de du) | | (4.6) 
因为 ee? 和 都 集中 在 UEP, 上 ,所 以 


i a aa 
f, | fiGes x pdt,dz) 一 SÍ Í, fiar dt dr) 
l jai "9 i 


一 CT, Fr 3 eCdt,dax). 
msl rid, ERAL AERA [| fronts dar} 
祖 互 独立 . (4. 6) W Lp) La 24 n > co 时 渐 近 独立 . HEHE. 
作为 定理 5.4. 1 的 一 个 例子 ,我 们 考虑 由 独立 同 分 布 的 随机 
变量 序列 所 构成 点 过 程 的 收 合 性 
设 {&} 是 独立 的 限 从 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
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对 于 任意 的 at hall. eR AE pion Sle: 
pil =| = a — a), Dp = [Sk = 1,2 Hal. 


7I 


记 alde dr) A pt IBEW RE, Di z BAD A] E HE TE BE A 
vec Oe |] x dad = [m] Pini, — a) C dxd 


Ltd 


一 了 nazarga- az 
EEE -AR X R) 上 ,我 们 有 


edssdrey yrdsdr, (4. 7} 
按照 a = 0,0caclRa=1,eCr) = Ie (21 E mo (2). 
故 由 推论 5.1.7 HERA Ome 1. E OR, x RD 上 ， 

ui(ds dx) — > pr (Cds,dx), n — oo, (4. 8) 
Hp f- Poisson EILNE . RA ERTA A Ca did. 下 
AFR GPE eae BIER A ATE - 

5.4.2 FH MoHa<e a= d SDM ws 
iid, WE AR, RD X + xA RX Od (FARE E 


Cul yee pt) om bye pe, FE Ceo, (4.9) 


其 中 {和 | 是 相互 独立 的 Poisson RE LII EE. FF A Ce? Cds dz) 
= y> Cr ddsdx. 


证 明 He 7) aE. 19 RA. MRE BLY eCa 
< BY <8), 
Cee)? TO & Ci ea 2) A I CY ,0 1) 


一 Cue P| E ej + a 全 十 a | [三 十 ai 全 十 a, |] 
C4. 10) 
Resta Aa, 4m BKM, [Eta +a] 


ig? 


Poe Ha ta, |= 弛 ,从 而 可 知人 4, 10) 的 右 端 为 0, 这 表明 条 
fF C4. 2> 成 立 . 酸 由 定理 5. 4.1 知 结论 (4.9) 成 立 , 证 毕 . 

通过 考虑 min{ piGsd.s = tss © D, t 和 max{pisdis Sess 
E D, pt I 0, 由 定理 5.4.2 我 们 有 如 下 的 结论 ，; 

5.4.3 推论 对 任意 的 0,; 在 Deny) R) 上 有 

n ming, »7 max, — n| =. (XTX). rR- oo, 

其 中 D([e,c0) RO AELE] 上 R- 值 右 连 堪 极 范 数 的 全 
E. 并 在 其 上 赋予 Skorokhod 拓扑 , 和 X' 独立 ,并 且 分 别 与 


min{ p(s) .5 <2} M max{p'(s):5 s t) 有 相同 的 分 布 ,pz" (ft 和 
pide) 4) 30-84 eo yp! REY AG Poisson 点 过程. 


5.5 随机 变量 的 和 、 最 小 值 和 量 大 人 
的 极限 定理 


这 一 节 我 们 将 给 出 上 一 节 中 定理 的 应 用 , 设 合 :);,x=1 和 第 三 
节 中 的 相同 ,vtdx) FB C2, co) Ceo = — co) E HJIRRE Borel fi] FF 
Bette BA r, D> argel lro) 过 co， GR FR IS eC {oo} = 0, 
Mi) o FL C02, ,00),.@€(2,,00))) 上 的 Radon 测度 . REITI a. 
> 0.45, E RE olde) 的 尾 -- 连 续 点 工 , 我 们 有 


SIPA En + by > | Fr WO, 

5.1) 

而 由 定理 5. 3.1 知 由 fa E bahin PERI AELE pa HK Sd AK BX 

I pE BE gg EY E eh BE Be Hy ze (dc) AY Poisson 点 过 程 p°- 容易 证 
明 ; 对 任意 的 E => 0,75 PD(Le,<),R) 上 

Mt A a, (maxu) + b, > My, (5. 2) 


其 中 M, = makip s St}. RR EC m), 
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XT)) < 00 APPA Sc, > O,d, € R Buide) 的 
连续 点 了， 
DPU eniu H d, A FE) to cor) WE > O. 
+ 


(5.3) 
E miné, = — max(— ¢,,). APRA A OS. 2) 可 以 推 得 ;对 性 意 的 e 
> 0,76 Dile); R 上 


m? S c,(ming,, 3 + ad, > Mi. ON OO, 
H p m, = minip'(s).s =< A) p! ERE MEW BTR A 
dt vid) 的 Poisson 过 程 . 

FERNE enro 的 联合 极限 . 下 述 定 埋 是 推论 
5.4.3 的 推广 ， 

5.5.1 定理 Wee. MM, œw film 5 ERER. 假设 
(5.13 和 (5.3) WaZ, M] 

(Ar srr") =, (M ym) ?9 
其 中 入 和 到 ABET EL M 和 xm 同 分 布 . 

证 明 ”已 经 证 明 每 个 分 量 的 收 合 性 ;只 要 证 明 衣 和 mmr 独立 ， 
FP SA EH (CaF Ba tuba Aa) dice 构成 的 点 过 程序 列 ,按照 
定理 5.4.1, REIHER] t D> toy Sa, Rt eo 


P 
ST P* Uau + by ream + de Syl D — 0. (5.4) 


rele 


这 是 因为 [x, 呈 Jj(zx > 2) fet, 0°] HR FR. GS. 4) TRAE A 


rP 
SUP" Cr — 8) /a, S Èn Sy — dpa F a —— 0. 


(5.5) 
假设 {tz — 6,)/a, Cy 一 da) fen» Wl 
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[ne] << SUP, De Cr — 8 /a, | FY 
+ Piin SS Cy — da) /e, |} 1. 

MEARGA E ele Coo) + oC ey ](< cc 在 端 发 
HPAI KAU E Cr — b) aa Sy dhen Hn DARE. 
HE n FEDORA Ce — 6,9 fa, > Cy — dd) /c,. AACS. 5) 成 立 . 
TE EB. 

FERGE HHE RRG RAHM ROKR. WU PRE Se 
5. 3. 1 PHASER FARE o> 0, E1 

lim limsup P” | | >, (ELGO F] EF | a, D*} 
— t| = 8}} =o, Yz% 0,8 >0. (5.6) 
WR [min (1.2) Bidz) < oo ,我 们 有 

DF 7 Ai aB, + E K 《ddz) 


+ | Ar), (5.79) 

其 中 Ar = 3S) ELS | i doe 是 可 料 对 偶 投 影 为 dz vde) 的 

Poisson 随机 测度 ,5 是 与 & 独 立 的 一 维 标准 Brown 运动 . (此 处 我 

HE r> oo, E rA O r edo 的 连续 点 . 按照 5.2 中 的 结论 ， 
我 们 有 如 下 的 定理 . 

5.5.2 CE Huer) 是 一 个 无 限 和 的 Borel ME. 并且 


fi A g u(dz> < co. WEC. 2) C3. 3) 成 江 ,; 则 
， af 
| SE, — A; maxu] 一 ~ CA’ Y), we OO, 


re ne = 
HPX AG DHAN. Y = sup (p49) 415 <2}, p EEA REA FY BY 
ef (HE Bg dt udr) 的 Poisson H PLETE . 

因为 点 过 程 疡 与 藉 的 不 连续 部 分 重合 ， 所 以 玉 = 


200 


max{AX, V Oa <r}. ARH Y AX RY — PR. FEV(0,00) = 0 
的 特殊 情况 下 ,我 们 有 YY, = 0.a. s. 因此 在 这 种 情况 下 ,我们 可 以 
Ut BIR 24 A a, > OAS, (ER G. 1) 成立 ,最 大 值 过程 就 不 再 是 局 部 
和 过 程序 列 极限 的 证 画 . 事 实 上 ,我 们 有 如 下 的 结论 . 

5.5.3 定理 {Bike ACR\I(O} ACRO PO 上 的 Borel 测 


HE .vCC0,00) = 0, 1 A zt OCdz) <0. v I rooe) BCC 


co) (2, 六 一 co) 上 的 Borel Wt] PAR RT EEA r > zoe (lr, 
cc < occ, FETE IE 5.3.1 HARIT SRR HH a> 0.6, RK 
o22 0,05. DHG. 6) BY WR N e > 0, HE DC Le, co) RD 


| pa AP ,a maxé., + b) > CX, rY) + 


让 < 

其 中 下 和 YY 相互 独立 ,并 且 分 别 与 (<5.7) 的 右 端 和 (5. 2) 中 的 由 有 
相同 的 分 布 . 

证 明 “为 了 简化 证 机 ,我们 假设 x 二 一 oo. 对 于 一 般 情 形 ， 
证 明 方 法 基本 相同 . GE SL CRO} & Ce, oo ]- OR pa 为 : 
Pal 三 | = {Êa E, HbO’, > ln $ 1 ARE S AF a A. DOE 
立 , MME a D0 pO RY > m ABR REC. 2) Mec, 
cc 一 日 可 得 

SIP (8, E [aco)| 史 7 -一 25(FEesec)) = 0. 
从 而 有 

SOP [En E [apa En +b, E LY 500) | D. 

IÆ ni 

(5. 89 

利用 定理 5. 5.1 HEA Co — 6,0 fa, > Cy — a fe, 的 思想 方法 可 以 
WERA » AARU, A CY — badas 所 以 我 们 有 


_ P 
SPI E E k 一 ox, | and 十 bp, EE [7Y ,oo) | Ae 1} }—* 0. 


ZOI 


C5. 9) 
(5. 8) 和 和 (5. 9) 和 表明 条 件 (4. 2) 成 立 . 故 由 定理 5.4.1 知 命题 成 立 ， 
i Ee. 
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F a es ps sr 
- = 7 i i ee ee ä 
EE a a a i ho he e a Sp ee ee a 
B i WH a a a 六 - 放 一 | a" ls E at Se a oe E 
ge iope i | ee ee = Eo 
Ce E i a fae Se oe Mr 
ie ea ee ee ee E e e a e a a a H 
| y aL = - F i ea og ze -a EE kou = a n a 
= ow sk eee ee ee Pe 
W se ees ee a a a H: 
p a -有 s i ie ee = i Ei 
i EEI k e a a ee ‘Hi Se p mam -t "E oe T = p "H - 
PER CEECEE ay 
EEM 1 ar M a E AME w 
Ma | mm 中 a = a4 BE E nam, Mia 
-upu Bi ad 
WEH a 


人 so 

1986 J. B. Walsh 在 研究 随机 偏 微分 方程 时 ， Hih T EME 
ay ak. F e Be E E E AT T ie -1990 Œ,N, El 
Karoui 和 5. Méléard MA T X TREE Hae? Reese 
HERRARNA. 1994 ELE SES RT Eee F- RAE 
变 的 R- Bea BEAD oy Pa a eee a a Sy 
FHR. RES RNR ey eae 
SEA tE iG. 1 一 6.5). 在 .6 中 :我 们 讨论 了 了 正 变 的 让- Re 
和 正 交 的 只- 扫 负 库 的 可 料 特征 的 存在 性 及 独立 增 量 鞍 油 度 的 共 
$ A. 在 6.7 PP RHR Re ee. Re ele 
的 讨论 . 本章 主要 取材 于 [9,38.43]. 


61 定 尽 及 例子 


eS S) 是 一 个 Losin 空间 , 即 S BE RS 
Bore] F% fa], 20.5) 44.5 94 Borel o- 00,5 P B— ee Se. 
ied) de ee x uo [Ae PRE: 
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HOUCA) = ELUCAV] a o, YA E x’, 
Af) B= ASUA) + UCB) =UCAU Bas., 
YABE, 
其 中 .ew 是 40S) 的 子 环 . 如 果 存 在 S 的 单调 递增 子 集 列 {19,},>， 
使 得 

(I) US. =S, 

Ch) BS.) = BSNS, CVn 1, 

(HE) supi ||UCA) || 2:4 E BS) < ee， 

Wie U Æ o- 有限 的 . BM eA) = EGO 如 果 对 任意 的 
nl, HEA, © BCS.) 使 得 Himpmt4 = 0, WRU Ze BS) 上 
的 可 列 可 加 的 2- 值 测度 . 

qe U BS.) 上 的 可 列 可 可 的 L- 值 测 度 ,我 们 可 以 进行 
如 下 扩张 :对 任意 的 4 所 BSS) ,如果 作 为 (0,.F,P} 上 的 极限 
limUCA N 5S,) FE ELUA = limU (A FS), 以 下 我 们 讨论 
的 可 列 可 加 集 函 数 都 是 用 这 种 方法 扩张 的 , 称 这 种 UU 为 o- 有 限 的 
Le- {Ei a BE. 

6.1.1 R, F P) 为 一 概率 空间 ,( 有 :ie AAEREN A 
Fo- 域 流 . (MCA) te 0,A © ot} PA - PR EE RR PP 
PF RTE 

CIO MAAY= OY AE, 

C1) 对 任意 的 上 全 Da Æ o- ARAS L- (AE, 

(是 》 对 任意 的 及 EE @ MCAD E F RR. 

6.1.2 例子 设 N 是 so- ARH L- WEF De EA 
A AGERE o- 域 流 , 令 

M.CA) = ENCA |F D — ENLA [F t GA G or," 
Wy) M 是 F RE. 

613 BM 设 风 是 3 上 的 蒜 测 度 , 如 果 对 尾 意 的 4 
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E -上 MCA) ee AER WP M 是 连续 的 . 

存在 两 种 完全 不 同类 型 的 靳 测度 ,一 种 是 正 变 蒜 测 度 , 另 一 种 
是 核 协 方差 蒜 测 度 ， 

6.4.4 CEM D iM iE ROE. oe M Be en. 
BERR ABE .2@ AN B= @,32{9 BR MCA) AM MCB) IE. 
er hi, MCA) MCB) JERR ix SEAT A MCA), MCB) = 0. 

2) Bhi E M RATE sa. MRR Ba ALB 
E BAQ B= 名 ,都 有 加 MOA 和 MCB) 的 方 括号 过 程 
[MCAD MCBY | = 0. 

SB SK , Uh TE S Ak iM) AE --- a AE IE 3S A BE 

61-5 定义 i METRE, pM BBB AA A 
PFE, BSD LAWWE y LCS Ap 的 完全 正 殉 
FE (D heao EI Y AC AC), yA) = OS ee CA) = 0,36 #. 


ST ELM (D D] <x, 
k=] 


其 中 M, (Do = | Br) Mdz) 是 Bochner H 分 :AAA) 
= |] M..CA) ||?. 

TE. 28 BE Ea — PO  . 

CE, ACE)» 是 9- APR Se ES oe ORR EP 
TLE o ARMEE Cee WW, 具 有 如 下 性 质 : 

CO WA) ERRESA NO uA REALE E. 

C> E aA A B= gwWaA AWD 独立 ,并 且 有 
WEA U BD = WCA) + WB). 

(EWR xS EX BREE. > MM 二 WC0,t] X AD, 
Bak M BBR. AN B= D, N MA 和 MLB) 是 相互 
xh 44 Brown 运动 . 因此 MCA) 和 MCB) 正 交 . 以 后 仍 称 由 这 种 
Freee a EA A 
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ROA, p BARRA E L205 LS), B È 
-一 维 标准 Brown 运动 . EX 


MCA) = B| fade), 


则 Ad E th Ar Ze BR BE. 事实 上 ,因为 对 20S 80S) 的 任 一 
HEZE {D ame :我 们 有 > ELM e) ] = ť¢ i i | z. 更 ~- 一般 地 , 设 


E! ,五 +.. 是 一 列 独立 的 标准 Brown 运动 1 {Gant nwt 是 实数 列 k HI 
E Dal < co. Mi 


MAA) = ShaBi| (29x) 


E AT Ze BRE ， | 
容易 证 明 , 当 3 是 有 限 集 时 ,5 上 的 百 噪 声 是 核 协 方差 的 . 


6.2 ARERR 


H ARE T A A Ba) BE AB BE E BL Bt Ce SG. 9)， 
ETH BR i] STP A m E bE N Se A. Be PR EE OE EF A 
(EXt TE 36 PR BE RS ep Fr eB Ew EE oe AL. 

i M fio- SRR MRO ,我们 可 以 把 它 限 租 在 S, 上 ， 
因此 我 们 可 以 假设 M EARE. A RATELE Rt E E E A 
区 了 间 [0, 工 1 上 . 折 广 到 无 限 测度 及 区 间 [0.co) 上 是 常规 的 方法 . 

621 定义 E MERRIE, EM MBA ie 

O.(.4,B8) = (MCA), M(B), A, BE Æ. | 

Hse MERA BBQ, BSF AR BAe FARTS TE 
SCH i, BPS GE AY 4 E rQ CA, -) 和 名 (4) Ae BT OR ew 
数 . ERLE WMR ENCI A, 

QAB U C) = (MCA, MCB UCD), 
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= (MCA), MCB) + M(C)), 
= (MCA),MCB))>, + (MCA),MCC)), 
= @,(4,B8) + QAOY. 
进而 由 半 靳 理论 可 得 
| .CAB)| < [QA An LGB BT]. 
称 形 如 和 AX BX GITS xS Xx R 的 集 为 矩形 集 .定义 
QCA x BX (s,¢]) =.0,CA,B) — QCA, B) 
及 


Q| ÙA x Bx Ged) = DGB — (As BD], 


(2.1) 
HEF A, x BX Cs, st, | sz == ] 2t’ AETHERE H. 容易 证 
AH Q 的 定 交 是 有 意义 的 i 详细 证 明 留 给 读者 》. 
OU FE ay eee? sy & R, A u ridn E AOS) BAS AR 32 5 MIAE A 
fi "> 5, 


>) Daa QA x A,X GAD IO (2. 2) 


i=] 7 一 ] 


这 是 因为 
> saa, QCA, x A, Xx {sst |) 


i==] J 二 1 


= > aa [KMA D), MCA, — (MCA)),MCA,)>,] 


Fi 一 上 


_ (Da MA) — MAD), Sia (MLA) 一 M,(A,>>} 
F=] i=] 


= 0. | 

6.2.2 $M Bx BS) x 4S) 上 的 罕 导 测度 Kids, 
dz.dy) AEEA MEME PRR DARL HAF A ee 
f, 


Loe 


Gs. 2 Gs nK ids, dzd) = 0. (2. 3) 


RA 
对 于 正定 的 符号 测度 下 ,定义 
(Fg) = | fag G, yK (ds ,dr,dy). 


(2. 3) RHC, A De 0. 
假设 K EF dz 和 dy 对 称 , 则 有 Schwartz 不 等 式 


iCF sex | = CF. Fo’ Geek? (2.4) 
下 Minkowski 不 等 式 
(Ff + gs + eo?’ = OA 4+ Coser’ (2.5) 


成 立 . 

PA 为 不 是 折 有 的 妨 帮 能 扩张 成 A XX ACS) X 20S) Pag 
EGEA N 6.9 中 的 例子 ) ,所 以 我 们 引进 下 面 的 定 浆 ; 

62.3 EM BWE MPAA EAR. WERE — A o- f 
限 的 随机 测度 Kw, Aw € O,AC BX BUS) x BASY, EH 

CI) 天 是 关于 dr 和 dy 对 称 的 正定 测度 ， 

CH 对 任意 的 ALB E BS, RKO x AX B) 是 可 

CH) HA n ELK OT] X S, X SDJ x, 

CN) 对 每 个 矩形 集 A, QUO] SKAL 
我 们 称 K 是 于 的 控制 测度 . 

7 FORE pK EHAU RH E Am. BRAE MRK 
不 对 未; 我 们 可 以 用 区 (dsydxsdy) + Kids,dy de) 4 K(ds.dz, 
dy). 除去 对 称 性 要 求 之 外 ;下 是 加 在 呈 上 的 一 个 很 强 的 条 任 . 对 
于 上 述 两 种 特殊 的 蔷 测 度 , 我 们 将 证 明 其 存在 控制 测 庶 , 即 正 次 团 
测度 和 核 协 方差 鞭 测 度 都 是 有 价值 著 测 度 . 

如 果 放 是 有 价值 车 测 度 , 包 和 和 下 分 别 为 其 协 方差 测度 和 控制 
WE, K +E- TEHER H a- IR EAS) 的 可 分 性 ,和 限制 
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在 Bx SECS) X EO 的 可 数 子 代数 上 ,总 是 ce.s. 有限 可 加 的 ， 
Kitt K + © 32S fag PR ol On Se en ee oP Ae 2K 控制 ;因此 可 以 打 
ae Be ky — PB, BS Oh alse © 0,Q 可 以 扩张 成 ex 
@S) X BOS) 上 的 符号 测度 ,对 任意 的 入 EE€ 省 | Xx BS) x 
BS),Q 46 AAW ea 1Q| (AD SECA). C2. 2) OQ KEE 
证 的， 

ACS) = {irr E S) FRAG) WS x 5' RA. 

6.2.4 E — PAPA BORE MAH RE AIR 
HZR, x AGS). 

证 明 EAO] x AX BD = (MA) MBD 所 以 当 
M EZ, FAN B= @.Qclo,t] AX By 一 0, 因此 
QIR x [5 x S — AGS) ]) = 0,4. s. H supp(Q) CR, x AG), 
反之 SSM AN B= ØQ] xX Ax =0,MRRA 
M E27. 证 毕 . 


6-3 随机 积分 


i M 是 Lusin 空间 (S ,BGC5)) 二 的 有 价值 对 测度 ,QQ 和 天 分 
别 为 M 的 协 方差 测度 和 控制 测度 . 

在 随机 分 析 中 ,定义 随机 积分 是 作为 一 个 随机 过 程 ,而 不 是 随 
机 变量 ,例如 | Aoa) 是 款 , 本 节 我 们 要 定义 的 随机 积分 是 
Bee) We. 以 下 我 们 限制 在 有 限时 间 区 间 [0,T] REA S, 上 ,使 得 
DNE M 有 限 . 和 通常 的 方法 一 样 ,我 们 首先 定义 初等 函数 的 积 
分 ,然后 定义 简单 函数 的 积分 ,最 后 给 出 一 般 函 歼 积分 的 定义 ， 

6.3.1 EL BK fos.) 称 为 是 初等 的 ,如 果 它 具有 形 
式 

Fesi) = Xo aw aC@2D GD 
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其 中 0 所 a 二 5 各 是 多 可 测 的 有 强 贿 机变 景 ,4 CBS). 如 果 
f 是 有 限 多 个 初等 过 程 的 线性 组 合 , 则 称 了 是 简单 过 程 . 简单 过 程 
的 金 体 记 为 S. 

由 定义 可 知 初等 过 程 及 简单 过 程 都 是 可 料 的 . 

对 于 可 料 过 程 ,定义 

WF ae = (EECA TDP 
则 有 

Ff Da It 

记 


= (fey. 

6. 3.2 性 质 iB SC By A c= filmna) 25. 
ECK(LO.7] x AXxXS9)] 

<E pi ELKELT] x S x Sy" 

iE AH 出 Schwartz 4. Ssh C2. 4) 可 得 : 
EE K((0,7 ] YX Ax SAD] 

< 区 [| fe,0)(KCds.de dy) 

一 E<] i19] 


< ELSI. DKT] xX S x SO 
< Ilt ELK OT] x S xX SD}. 


利用 性 质 6. 3. 2 HMEN Zy RESUS, AE Zu 是 
Banach 空间 ,详细 证 明 请 读者 完成 . 
6.3.3 ”性质 HS ey PRB. 


证 明 ERSE Pub 
. _ [Zeer mE | fCs,x)| an, 
fn Css) E Qs 如 果 IFs) | Bs 
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则 由 控制 收 化 定理 
Wf —S Me e|} 


e [ZE yO — SCs) |K (ds,az,dy) | -= Q. 


Gr) 一 了 3 


Rk ws 


Buk ARES, 中 稠密 . 又 容易 证 明 初等 过 程 在 跳 这 程 的 集 
合 中 秽 密 .下面 只 要 证 明 跳 过 程 的 集 在 有 界 过 程 的 集中 稠密 . 
不 和 失 一 艇 性 ,假设 外 (ds x S & 5) 关于 Lebesgue 测度 绝对 连 
续 , 设 /是 有 界 串 料 过 程 , 令 
Falows r) = 2 AP Sau ,eddu, 
R/O = s< Ck + 19/2". 
th Lebesgue 定理 ,对 as 2 0, iA feet.) 一 了 oz) A 
wu A -— SG lla 0. TER. 
TERK ELAT TANE M 的 随机 积分 . SP Se 
FCs = XD on (far), > 
F.M B) = XDM al A N BY — MCAT) BY], 
BE BS). (3.2) 
Wy y. M f2—- BR EE. 
6.3.4 5/82 / MEA ESHA ze EA el 
测度 分 别 为 


Q u Cds ,dr sdy) 一 一 fis rD Jis »wIQCds,dz,d¥> t C3. 3) 

K,utds.dr.dy) = | fs rf Oy) |KCds,dz,dy), (3. 4) 
Ff E 

ELAM. P< fli VBE ZEST. (3.5) 


证 明 AA X © 如,; 所 以 对 任意 的 BE BS). MO E 
话 应 的 平方 可 积 贰 ,由 (3. 2) BY EB Sf. MCB) 具有 可 列 
可 加 性 . 因为 
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所 MB MAC — | FDF Rdsdz,dy) 


n]a BaT 
= XMa A D BY — Maala A MGM, CAN OY 
— M,,,.CA N CO] MANM BMA N Oas 
+ (MCA fT) BJ MLA O aa) 
EA, ADA C3. D 成立. 因为 天 rw 是 非 负 的 正定 测度 ,所 以 43.4) 成 
EFA a 
ELS. M, (B) = EF. M(B}, J. M(B)», 
= E[ XGMA NM BY, MLA N Bhae 
— (MCA ND BD, MLA NM B) Jad] 
一 EÇ XQ Cla, At] X CAM BY x (AN BD] 
< E[X’K ((a.6] X (CANMBX (ANM BY 
Wl Fl i 
BH <3. 5) 成 立 . 证 毕 . 
对 于 六 EE ,利用 线性 运算 定 艾 六 M. 类 做 于 引 理 6. 3.4 的 证 
明 可 知 : 对 于 了 和 5 (3.3 (3. 4) 03. 5) FRR, 


ES E Pu, YEN 6.3.3 Fiha CS, fH OA 
fia 0. MARA € BUS). ST. C3. 5) 

ECCS. M,CA) — Fa MLAD] << || Aan fw 0, 

Wish —— OO,” 

aX FRAY. MCA) ha Æ L, F P) 中 的 Cauchy 序列 . 因此 在 
LA, F, P) Bf. MCA) ass 收 租 到 一 个 蒜 , 记 为 上 Ad4C4). 容 
易 证 明 AMAD 与 序列 (六 ja 的 选取 无 美 . Bre Re 
J. MCA) 4S XT MCA) 的 随机 积分 ， 


6.3.5 EH WSE Pu W MEDAN. 
当 M EZI, S. MEZ. f. M 的 协 方差 测度 和 控制 测度 分 别 为 
Q; ads ,dz.dy> = Fiss) (ss s)Q(ds,dz,dy), (3. 6) 
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K mids da.dy) -一 Fisz) G, y) IK cds ,dz,dy). (3.7) 
如 果 g E Pu ABE ZS, WE 


Cf. MCA) g. MCB)), = f fis, Del yQ ids dr, dy), 
Loa] AxA 

(3.8) 

ETF. M.CAD}? = | |l (3.99 


WEA RUF FY {nha C Ss ER | Fn — F lla 0. 由 于 
F.M) 是 平方 可 积 著 序列 1. MCA) A OL? 极限 , 所 以 
了. MCA) SOP A ORR SE n Sl, 


f.. MAF. MCB) 一 | f,G,2)f.6, yQ ds, dx, dy) 


[ojx Ax R 
(3.10) 
FB. oa Sa MCA) AA. MCB) ABE L- Ka Pr Ee 
eof. MCAS... MCB) Æ L- ee. M Schwartz 不 等 式 得 


zÍ | | TAG OA. — £62) F6.991 


Col Axe 


*Qids,dz,dy) | | 


< | | fo 1 fssy) ~ £6559) IK Cds ,dz dy) | 


[Ore s 


+ Bf | 六 Gaz) — SGE) Nf ss) |K Cds dedy) | 


[ol] SRS 


S< ELC fal, |Z fale + OF — Fall A Dr] 
<i || fellas H WF llacl lf. — FS lia 0, rn oe. 
所 以 (3.10) Areas ay BR L- We ee By RR 


f. MCAD +f. MAB) — Ks. xo fs, ym ds sdr, dy). 


[o,<|xAxe 


TAH CF. AP CAD, fF. MCB), = fs xfs, s9Q(ds,dx,dy). 


[tat] so E 
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这 表 阴 (3. 6) 成 立 , 从 而 53.7) RIP. 这 也 证 明了 在 二 g 时 , (3.8) 
Mit SF SHA 8, 只 要 利用 被 化 恒等式 即 可 证 得 (3. 8). 由 (3.7) 
可 推 得 (3. 9) 成 立 . 
要 证 明 F. M FE BAM AE ,必须 验证 可 列 可 加 性 . 设 A, Son 
sA. $ 了 让. 则 对 于 尾 意 的 所 由 单调 收效 定理 得 
ELS. M,CA,) F 


<EÍ | IFG ESC y K Cds dz dy) | — 0. 


[OA 
假设 M 是正 变 部 测度 , 则 总 kds,dzdy) W £% oT] 
Xx AGS), 因此 由 (3.6) 知 Qrw 的 支 集 也 是 [0;T] x ACS) ,从 而 由 
性 质 6.2.4 4) 六 M thee 2285. GEE. 
我 人 科 已 经 把 随机 积分 定 文 成 为 蒜 测 度 ,一 般 的 随机 积分 我 们 
EXA 
| fs x M ids, dz) = Ï. ALAJ 时 
[Oat | >A 
而 
| Ge,z)aMCdsydz) = limf. MCS). 
在 重 积分 中 ,积分 交换 坎 序 是 非常 重要 的 . 下面 我 们 给 出 随机 
Fubini 定理 , 疡 将 有 是非 带 有 用 的 ， 


(GC ,@, 2) 是 有 限 测 度 空 间 M ETRA, 其 控制 测度 
eds,drdy). 


6.3.6 定理 8 Fasyri EP x 加 可 测 函 数 , 并 且 
E| f [Fw ss TA (eu, sy YA) |K (ds ,da,dy) eda) | 


和 
< o, | (3.11) 
出 
Zid 


inl | fssx Mds dr) |pedA) 


LO, xS 


_. | [| Fere Wd) Mds,dx). (3.12) 


EETA a 
证 明 ay ICSE, A) = X Ca Oa C Oe CA, AE A 
(3. 12) Alay P i BB S F 


XTM. na (A) — Mna CAD]| gpd. 
利用 积分 的 比 性 性 ,对 形 如 上 述 了 的 有 限 积 ,(3. 12) RRL. 设 


FOP SF HAG. 11) ,利用 性 质 6. 3. 3 相同 的 方法 可 以 证 
BA FETE ER A hasi * 便 得 


E| | FCs. — Suse A (FGDs — false Ad 
. K (ds ,dx,dy) (da) | 
= | FC+,A) — fd) || bee(dad — O. (3.13) 
注意 到 (3. 12 AIRE A BES 可 测 的 ,因此 积分 有 
意义 ,并 且 | | fc ADAD | < 到 =， 


由 | f€+,Ad — fl A) | a O, no, S. As 
Con Boy p ia, 我 们 可 以 取 子 序列 ) 可 以 推 得 对 as ACG, 


[Atre AMCs ded He Lt KAF | AGEM ds dz). 从 而 对 
ask E G, [FCs2,9MAsd2) MB P oe OT [FG 
DM (ds.da). 由 Fubini ZEA | f, wss, A) Mds, da) 依 测度 
u X PRE SAs DMs da). ie | fws, z Mds 
az) 是 关于 (w, MWN. RRRA FERRE o E N, ffs, 
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TaIntKwdsdz) 是 关于 4 可 测 的 , 即 53. 12> 左 端 的 积分 有 意义 . 
& E. = f — J eii Schwartz 不 等 式 得 


| Jac Ada) | 


=E| | [gruda 


oT] Fws 


. | Baks YA Jidd YK (ds,dæ,dy) | 
iz 


— | ELAD Bele DD Jud pdX) 


GG 
= | ELC |En tA | + [gnk A) | Jg H? 
GG 
r EL Epea C+ AO, lga C AD Dre Pada eda’) 
Z 
= [| Ea A) | meecda) 
LAOS FED 一 大 CD I eeeCdad. 


由 C3. 13) Rb RSA 0. 
RAF 


Zz 
E{ | | [esse D Mds, dz) | pdr) | 
i 

2 

— Í E| [ents x VMs da) | CA) 

tr 
< f AEA — fs || Re Cda) — 0, 
z 
Ar LAS a.s. w © a,| | | enCo,s sar AM (w, ds dx) | ptda) — 0, B] 
Z 
[ffs dy — F.2d MCs.dz) | ada — o 


而 对 于 f (3.12) 成 立 , 由 上 述 所 证 知 对 于 六 53.12) 也 成 立 , 证 
re 
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6.4 IESER 


设 MES EA TE Ze BRE. 对 任意 的 马扎 eo ; 则 存在 -个 与 
局 部 平方 可 积 款 MCAD 相 联 系 的 可 料 增 过 程 MCAD. 以 下 我 们 
把 注意 力 放 在 有 限 区 间 [0,Tj 圭 ,并 假设 S = S.. RM Be ee A BRR 
测度 ,如果 我 们 定义 

aCA) = ECMA F = ELMCAY Yr 
则 下 列 性 质 成 立 : 

1° MOD AE OT D058 wi BY. RE 

Af) B= C= MA Bd). = (MCAD), t MCB Y P-a. s. 
事实 上 ;由 对 的 下 变性 及 

(MCA U BD) = (MCA) + MCB), 

== (MCA)), + (MCB)), + 2(MCAI,MCB)), 

即 得 结论 正确 ， 

2” AC BMA) = (MCB), 

st MCAD), SS (MCAD), 

3” 疡 是 5- 有限 测度 ,#1 的 o- APR PE Mr 的 o- PRES 
在 1° 中 取 数 学 期 望 可 得 上 的 可 加 性 . 

由 此 我 们 设想 存在 BL Xx BCS) 上 的 可 料 测度 vcds ,dx) ,使 
MCA) = oon] & AD. ER ITA oT PF AY ee . 

6.4.1 BEE if MCF, p. TEP AY ESC RRM OW EE 
(S ESD 上 的 o- APE BER (uO s 了) ;使 得 

C1) fot E T} 可 料 ; 

CL) SRS A E MOS) >A) BH ERO MER: 

CH) SERN tS OAc SO), 

PUCA = (MCADD = 1. 

HERA AABE S C R AA S RATA F RR 


at? 


hS 一 下 蚌 同时 映射 ,如 果 定 闵 

N CA) = MR CADY CAD = wh TCAD) 
则 N 就 是 EPEE Be il Re. 

因为 M 是 o- 有 限 的 ,所 以 存在 3.+S 使 得 20S) 过 oo. 从 而 
FEET K, CS, 1 eS, —K)<2-". apie K, OK, 
x 这 1; 因此 ,只 要 对 每 个 KK, 给 出 定理 的 证 明 池 可 , 故 可 以 假设 S 
AYR PRA eS) < oe, 

EM 

Fix) = (MCC — coor oT 0) 
则 由 2° FH 

人 

l L SSP Cr) F(T) FP, Ga) — Fe), 
MER Mee T, H 2° A 

Fiz} — Fir & (Mx, 2). SE CALC Cay 422 ld ore. S. 
从 而 由 大连 续 性 知 上 式 对 任意 的 + 志 了 及 (Zz, 中 的 有 理 数 成 
说, 注意 到 EMC 2, Dr] = CC, 2.) 因此 有 

EÍ sup IF. ir) 一 Fa) |} < ult). (4. 23 


2) Sate Ty 
seu 


(4. 1? 


令 


F(a) = inf (Fy (a) ia! > yt! te’ foe Gh, 
mj ca D 显然 有 
H tet, Kay Fa fay) & Fa (Ka). 
(4.2) 可 推 得 所 Cx) 关子 每 个 变 元 上 和 工 是 右 连续 . 
设 扫 和 二 分别 是 严格 下 降 到 上 和 了 工 和 数列 , 则 
Fin) SF) SP, Ce 一 F) + LF, Cz) 一 F, (a> |. 
而 由 右 连 续 性 推 得 F, (zy — FC), M42) 可 推 得 LF (zs? 
— F, (1) ) 依 酸 率 收敛 于 0, 故 对 任意 固定 的 E R, 
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PCF (x) = F.C) 38S T}) = 1. (4,3) 
& oh RAF, SPER. A A SERR, BP RNS 是 开 
S. MAREE a’ db] CRS, HG. 2 A 
yup = Fb) — Fila) = F” — Fa) 
<= Filh} — Fila) 
FHAR: ST A. MBP A TEEPE] a 
0 =& supy, ((a +b |) =< Frb) — Frla},a.s. 
而 上 式 右 端的 数学 期 户 为 0, 好 x(ta,5]) = OAT AY Sv E RNS 
SA Tf. 
Ba fy,.0<2<07') ERP (2). E OME ATI 4. 3) 
知 {5.;0 Sea) 也 是 由 下 (Cz) ,x E O PPE. A F, By ey 
料 性 可 推 得 {0.:0 eT} PR. CTD BE. 
因为 对 于 上 FpD — F(a) 是 一 个 分 布 函数 ,所 以 对 于 和 任 
Ay At 一 wtA) BAA. et A = (一 cope] MAS Rte 
v,CA) Fb EE AY Al A 2 VK FE BY] A HE et Borel R A, 一 
uA) 是 右 连 续 的 增 过 程 . 
SEC) 成 立 , 对 于 有 一 《一 co]. MICA) 一 2 是 -个 
, Mom E sA = File) = (MA S F = {A 
E BCS) MECA) 一 oC A> eR) MV r E R, C cor} © eT 
EBM (a,b) CR, OM IESE TE 
Mitta.b D — ucca, b]? 
= MCC— œ,b pD — vf (— œ, pD — [MiC ,a]} 
— oli — owa D] — 2M, — o,a DM rabl) 
是 贰 ,所 以 Ca,81 E Z. W EE An Ca JI ARHAR YF. 
Mobs r RTA u e’ D = uR, AIE R E F. 
MR AC AN 
ACA — ofA) 
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一 MiCRY — u CR) — [M CA) — uA] — 2M, CAD M,CAD 
EW. RL 申 的 元 素 关 于 余 运 算 封 闭 , 设 14。) 为 © 中 的 单调 增 
Feo, AA, * AW) MCADD- RAT MA) CAL) BCS CAD, 
为 此 蒜 MP CA, — n CAD L- eel] ME CAD — o, (A), ETEA MECA) 
—v( A) 是 部 ,这 表明 4 CSRS De. 证 毕 . 

因为 :一 cA) 是 增 的 ,所 以 我 们 可 以 在 4 x Sw, 
x ESD EEM ooj x AD = 9,CA). RTA a FF 
iÈ: 

6.4.2 推论 12 M BIER WE ex A) EF 
在 一 个 e 有 限 测 度 vtds ,dz) 使 得 

uCA) = vO xX AD, YAS BOS), Yt 0. 

LUE o = (M), Rew Mp IKE SME. 
+ B M FLITE ERE ERA ALB E BUS) > 0， 
(MCAD MCB h = MAM BD, = lO | x Al) B, 
P-a.s, 
这 表明 "完全 确定 了 OM IFE. 

同 定理 6.4.1 及 推论 6.4. 2 的 证 明 类 似 , 我 们 有 如 下 结 染 : 

643 定理 i M ES bierz ME. WEE 
B, X BS) Lo- 有限 可 选 的 随机 测度 plds dz) ,使 得 对 任意 的 
A € BS), (n(L0,t] X Abas 是 可 选 过 程 ,并且 满足 

glo] x A} = LAfCA) ],,P-a.s. Wt > 0. Ae BALS). 

ig u = [fa 人 站 ,如果 "一 (ad , 则 "是 产 的 可 料 对 偶 投 影 . 

6.4.4 HS eM Pe ZEB Be = <M) OR EVR, x 
S) < oo, We M 是 可 积 的 . SO REE PIR KAS, BT 
T Acos. PARR EET n 1, Ev (0.7, X KO < co. UR M 
是 局 部 可 积 的 ， 

证 M EIF 26 Bh RE w= (Af>,id 
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3 一作 (ossyr) 一 Dh TCs) Bi € BS), 
i= | 
h 是 F, BMAF AL 
| | Rossyryocdsydz)| < co} ' 


| 
了 2 一 (7 E Self, FOs da) < >o}. 
MAC SSA’ 


h. MCA) = OACM, CAN BO — M, atA N BD, 
i=l 


YAC ÆG), 

则 A. M EEZ, ARER CREAREA AG, duds, dr). 
A 为 22 E L HRE, U aS A h M Agaj LL? E. 
F A E 天, 我们 称 扩 对 为 子 关 于 对 的 随机 积分 . 

EHLI Ae FEM : 

645 性 质 D RSE LERI. MEME. 24 M jE 
at, f. M 也 ,连续 ， 

D 如果 Fp € MAB EC BS), il 


(f. MC Ade. MCB)», = ri apt DEG »rjucds, dr}. 
Out A 


IX “PPE RE PS A eT EE BY) TE 3% EM BS. 

6.4.6 推论 if MAES FEJEZ BO oe (ds.dx) WR, 
< S E Ay BA OL Se EME y Ad SEL e ARE Se BSE 
Bh A BE A) Ft RP aE LV FO Lt > 0 


El exp | [je „TIM ids, dz) 


_ = | f?(s,x)u(ds dx) | = 1. (4.5) 


Coa] a 


注 : 为 了 方便 ,有 时 我 们 记 | | 7Gs,z)adcds,dz) 为 MCA). 
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证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 往 证 充分 性 ， 

SER fe LI, 

Fw ut) = Of (wu, rT Gol, Ce), 
HFG, € #,,0=3s<0t,6 € R. 

(4.5) 可 推 得 


E| exp (916, M,N — M 


ie 1 
一 Ig || fre ,z)ocdasdz)} | = 1, 

Bp 

E| Tsexp [OMA — MP) 一 Sl Pew rutde dx) | | 

= P(G,). 
由 Jacod 和 Mémin[15] 关于 连续 靳 特征 的 结果 知 MS 是 连续 
PARSE | | Pex decdu.de). TEM. 

PRR HES RM es - 

6.4. 7 例子 ig 8 = {ey 2 IS EESSI 
Hon PAB IE Ee OED BRM, Clas} ,i S n) 唯一 确定 ， 
RE > UE om? em" Een PRP RIE RY OPED RRA AC 


= (mt) 6 <n, WRB MCA) = Dp mid. CA) 定义 了 S 上 的 一 个 正 


EBRR EEL udsvdz) = STC, (dz). 

6.4.8 ERR 设 S 为 二 Lusin 空间 , C) 为 8- 值 可 笛 过 
程 ,m 是 局 部 平方 可 积 著 ,并且 C = im. > 

MA) = {Tatu dm,, AE BS), (4.4) 
Mi M 是 S AY TF Ze RRM RE FFA "dsdz) = 6, (dz)dC. 
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= 6, (d2ddC,, RI MBA. 4) 的 形式 ,其 中 怀 , = MCS). 
| 证明 第 一 个 结论 是 显然 的 .下 面具 证 第 二 个 结论 . 
对 尾音 的 总 二 BS), S fle, = Liela. FE MA) 
一 M.FL. MRR m, = 村,(5) ,因为 了 不 依 束 于 变量 xz, 所 以 
M,(fIs) = [| I Mds,dx) = | La udd,- 
由 性 质 6.4.5 SR MCA) 一 MOIO 的 洋 插 号 过 程 为 


[| da — f°, dard, 
= | (au) — fl)dC, = 0. 


故 MA) = MFI = [aCe ddim, Pea. s. 证 毕 . 

6.4.9 R BOS, BS)Y) WU, BU) 是 两 个 Lusin 空 
la], NEU EA TE Se o = N) Dw, EP XK BUY) 
Wins S- 值 过 程 . > 

M.(a,By = | [Tas mn) Nw,ds,du), 

出 | af 是 S EYE Re RESP E 

WEO] X B) = (MCB). = | | Ta@Gs,u) 0Cds du), 
M COON ED FS RE. 显然 当 N 连续 时 ,MM ER. 

设 M BEZE = CM). 从 测度 4 我 们 可 以 得 到 总 的 协 
方差 测度 . SA = RX ACS), RAGS) ES & 5 的 对 角 线 . 作 
映射 

H.A 一 人 R, 

CET z) — (i.x}. 
EM 

KA = EECA TN AD), VAE BX BS) X BS). 

则 | 
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Loz x A x B) = ullo] x CAT) BY 
= ‘MA NM BD), 
= (MCA), M(B) J. 
Q 确定 了 MM 的 协 方差 测度 ,@ 是 正 的 ,并 且 是 正定 的 . 如 果 取 K 
= Q, 则 我 们 有 : 
6.4.10 Hit 。” 正 交 革 测度 是 有 价值 的 . 


6-5 核 协 方差 靳 测度 

设 MEGS AGD 上 核 动 方差 亢 测 度 , 则 存在 一 个 测度 ?了 及 
EFSA, p 的 完全 正 交 基 { 王 .} :使 得 

ST E(M;(®,) } <2 oo, (5.1) 


本 节 我 们 继续 假设 S = S,(n 为 某 一 自然 数 ), 因 此 M 是 有 限 的 . 
6.5.1 定理 tes CSE ORAM ae 
= 0}, fE IT a. s. w, MEO © DAG, p. FARA 


CI) MA) = | Merga) ,A € BS); 
C1) Qy(f0.1]xX AX B= | (M(x), My). dx dy}; 
Ax A 


CH) 存在 一 可 料 增 过 程 C, RIE BB AR G2), 使 得 


E{] | ¢ Cs 2ddC yldax) | 一 oo FFA A 
Ky([0t1X AX B= | a(s, rials, yn dr ndy dC, ; 
Loss Ax H 
(5.2) 
CN) DLE(M9,))? = E| | Moda) }. 


Zed 


证 FA 因为 下 一 好 (有 ) 是 线性 的 , 而 (5.1) 可 推 得 


SMe.) <+ o,a. S. HAX as w C OD» M, wD) 是 


=1 


LCS, BOS). CHA TATE. JM T A A Pe PES BAY Fe a 
EAA E M er) E LS, AS), p ,使 得 对 任意 的 于 写 LS， 
ECS) RA 


M, lw, D) = | M. Cw x) B(x) dr) , P-a. s. 


af sr [.. RR M,(e,2) = SM., DD, C2), Wk PRB LS, 
BCS). 中 是 P-a.s. We ie. 如 果 必 要 我 们 可 抽 子 序列 ,使 级 数 
SIM. Cw, B®, (2) 在 LPC, ZP) P pa.s. x WR. AA Mt 


F-a, s. x, M, Cw, x) FEB REAY L- BBR AEA OM, Ce.) eo 是 一 个 
Hh 通过 在 7- 零 测 集 上 修正 Mio), RNID MRR eT r, 
CM, Cw, r) io FER. 

注意 到 


M.(AYMLCB) = | M.(M, Cy) 9dr) n(dy) , 


Axil 
AH 
iMCA),MCB)), = | (MO MO Yn dn dy). 


这 就 证 明了 C1 和 (I 成 了 江 ， 

因为 CS) 可 分 ,所 以 BCS) 可 以 由 一 个 可 数 半 代数 -wz 张 
Bt. i ALE MA) AC FAR L- Sah 
We. UE .oz = (A Agree Se 


a l 
C= 2 ga MCA)? 


n= | 


容易 证 明 


Ls 
L 
I 


dN), Z dC, NYNNE É. 
从 而 存在 可 料 过 程 产 使 得 
(N) 一 [acdc (5.3) 


利用 单调 类 定理 容易 证 明 : 对 每 个 A 半 1 及 xz € SMO), M) 
E 对 MCS.) 和 Mir) 圭 有 (5.3) 成 立 . 
进一步 ,利用 极 化 恒等式 可 知 存在 函数 ACs,z,y) 使 得 


(Mr) ,MCy)) = | cz ,dC 


但 是 MMOD | < MADAMO, FE RE 
lAs Ey) | = All? (ser, th ECs, yyy). 

全 gtis, x) = ACSEE, r) ,内 | 
Qu CLOI XxX Ax DS | ots, wots, In dr ndy dc.,. 


TO] 


这 表明 Kuldssdr,dy) = als Tjols yiida dC, Ky 显然 
是 正 的 和 正定 的 .下 而 我 们 将 证 明天 wx 是 有 限 的 : 


EIKO, T] x S X S} = Eff a(s,x) pdx) | AC, | 
CG Af 
T 
SIE | | gts, TIdC.n Edr) | 
Fo 


一 KDE Mayda) | 一 oO, 
CH 》 得 证 . 
注意 到 


PEM CG.)) = DE| [| Map aa |] 
= E{ YMO}, 


He M,a) = | MD, 4da). 由 Plancharel 定理 ,我 们 有 


£26 


ar 


PED = E{| MICz)9 dr). 
CW) 得 证 .证 毕 . 

65.2 $ ”由 定理 68.5.14CWN), 我 们 知道 (5.1) 中 的 和 式 与 
TEREZE D o FERRIC. 

由 定理 6. 5. 1,23 UEBA TIE me Bae. 

6.5.3 性质 i ME LG, Gp CEE A e 
SS ERD BLE, S 


ee eT 
R(x) = E| | Padi Mr)), |, 
如 果 | PDA < oo, 则 我 们 有 


CIO fla < @ CAI SM Ae): 
CH) tals. x. tE 110 积分 


ff. M(x) A | SG ,zaMcn) 
存在 ; 
CH) J.M, A) = fA Mirdyidr); 
CW) 对 AGBS, p WE TERED, hont S T, 


MELA MEDY < | K 9da). 
a=] 


EE, S. M 是 核 协 方差 鞠 测 度 . 
证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


6.6 TWEE 


设 S 为 具有 可 数 基 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,p(tS》 各 
WS) 分 别 表 示 BCS) 上 有 限 测 度 和 Radon 测度 所 生成 的 线性 
空间 , 则 存在 一 距离 函数 dride) IB Cr CS) dr) (Ce ， 
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de) 成 为 一 完备 可 分 的 距离 空间 ,并 日 eS CCSD) 中 的 上 
HRAT eC ee, BR NT D ST To de Ce 一 Olde Cen 4) * 0). 
因此 4%, ELAR CS) SEF a BE BS 5 ek C0 a DF Fh A E — 
Polish 空间 . 

6.6.1 EM MESE +. BM, Pe M Je F- BOR 
BE CR- 鞭 测 度 ), 如 果 对 任意 的 ww EE O,t > 0, M, Cw, +> Fi 
af ro =) E rS CAR(S) P. 

662 EM BME Foii ARE. 

[> $E M Eiki EW, ERA O Ss <7, ALE 
M, — M, 5 F, JR. 

D) fr MEEA EH RM EIA E JF H pA iL wi 
E M, 一 M, #94} 7h RAMI T ¢ — s. 

1) Ue M E F- BM ECR R- PM AE. 称 时 间 z Se 0 Fy MIB 
fl ae EE SF PCL MC x de) 3 0}) > 0. 

因为 F- 蒜 测 度 CR- BARRE) 的 不 连续 点 集 至 包 可 数 , 所 以 平 
稳 狂 立 增 量 的 FCR)- Bei Be E Be IESE AL. 

[al He BRI e AS EL ,我 们 也 来 研究 蒜 测 度 的 证 料 特征 榴 和 存在 性 . 
由 推论 6. 4.2 我 们 只 要 研究 疯 测 度 的 跳 测 度 的 可 料 对 人 眉 授 影 的 丰 
在 性 . 对 于 FCR)- BUR ,我 们 有 如 下 和 定理 : 

6-6-3 定理 if Mi R- PAM. MU) x dr) = M, 
—M, .* 


a(de,dy) = DF imcistxaryeoj Sts. atin) xder) (dé dy} s, (6, 1) 
sD 


称 ad ,dy) 是 M 的 跳跃 泗 机 测度 . 它 是 BL x BCMAS)) EB 
值 随机 测度 ,并 旦 其 可 料 对 偶 投 影 存在 , 记 为 8tdi,dy}. 其 中 
BM SY) 是 .ArtS) 上 的 Borel c- 域 . 

证 明 CB OR D = (s:MC{s} X dx) Æ 0} FERAR MCs) 
x dx) 是 可 选 过 程 , 因 此 ae Bi CS A 的 定理 
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11. 13>. {EE e & co APRA. RIIE MAE M CXE 1.1.3) E 
x BC. 4,05)) ERI o ABW. 

Sieh n lA 

Tig = 0, 


Tam = inf fe > Tam 52 S daO, MU) X dad) < 


a — il’ 
m o> l, 
四 ‘a tF AT. FRA na = [ Og I x | (y €E RCS); 


} 


1 


}U (o) E PX BAED Anam = 


AKR, KA 7 以 及 MCA A mn. 证 毕 . 

注 OO F- RS PE e AS. 

6-64 定义 EMEF -EWEX RE- BRM. S 
一 《adfy,8 为 本 的 距 测 度 的 可 料 对 偶 投 影 , 虽 称 避 8) 为 时 的 可 料 
为 了 禹 述 方便 ,以 后 我 们 上 只 讨 论 R- Be Reet r- 
测度 也 成 立 . 

设 M E R- PWS ME A E Ce CR & SDS M 仍 是 


R- BON BE. & X= | | rcs.2Mcds idx), Ril X Sw BLY A 


X MPM ANY AAS BRS Eee CC. ORR 
有 


{| g(a y¥ Cds, dx} 
ow R 


=]. g| | fisey (de> aids, dy). 
t FO eB ASE ABR Bk E 19 
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| | eceyacdsvdz) 一 - [| cot | fess zx) ydz)) Bids,dy). 


(6. 23 

665 定理 O) BME 适应 的 正 交 RR- BME. 如 
R M igh EE 彤 的 可 料 特征 的 一 个 非 随机 版 本 (ou， 
B). 

C2) BME F TAP 95S E36 R- BME, Od 邓 是 独立 增 基 
的 充 要 条 件 是 M 的 可 料 特 征 有 一 个 非 随机 的 版 本 . 

证 明 《1) 假设 史 是 狐 立 增 量 的 蒜 测 产 , 册 对 任意 的 4 
E B), MCA) 是 独立 增 量 的 园 , 因 此 vc[0,i] & A E a. s. JERE 
SLAY. 从 而 由 单调 类 定理 知 v 有 非 随 机 的 版 本 . 其 次 ,因为 «是 
Polsson 随机 测度 + FT EL 8 是 a, Š, JERE YL. 

(2) 我们 只 要 证 明 在 (Ca.8) 是 非 随机 的 条 件 王 ,好 是 独立 增 
量 韵 . 为 此 我 们 只 要 证 明 对 任意 的 两 两 互 不 相 变 族 A Anes 
A,) © OS), X, = (M,0A,) 0 M CA; D SER {H Ah oriy BEB. 
EH MREZU MCAD MCAD G ~ D HAART. 4 A 
Fl A, 47 BH XA MCA) 的 跳 测 度 的 可 料 对 惕 投影 ,; 则 由 假设 和 


(6.2) 可 得 4 一 DIA 和 (CX) = Cayea 是 非 随机 的 , 其 中 as 


— MELA; a; 一 0 兴 坟 定理 1.4.17 表 明王 是 4a 维 独立 增 晤 的 
hh. 证 毕 . 

6.6.6 TH 设 必 是 连续 的 正 交 对 测 度 ,v 一 M), W MÆ 
自 噪 声 的 齐 材 条件 是 > 有 一 非 随 包 的 版 本 . 

证 明 ”如 果 对 是 白 噪声 , 则 与 定理 6. 6. 5 C1) 的 证 大 类 做 可 
a o A JERE ELATI A. | 

相反 地 ,假设 M SEF Ze Rw. H SERA. MAHE E A A 
E B(S), MCA) Hl MECA) — vo [0,2] x AD HAR. 要 证 M 是 日 
MAPS, $2) ASE GE BA et FO OS OR P28 R Antins 
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(MKA J,et MCA) Fe FH A jh BY EEA SH or BE h Gauss 了 十 
程 , 令 

N, = exp li XAMA D — MAD) }. 
由 Tie 公式 得 。 

N,=1+ D [iA NAM,CA,) — = > Node x A), 
JH, Ab Be PAA ADM TE SHE (MAD, MCAS) = 062 A jit FOS) 
= EIN, |F.) WRIS 

1 加 t+s 

Foy 一 1 一 去 Sal awdu x Ap. 
IX BRR A E fF 

f(s) = []exp|— FXX A}. 


这 表明 增 量 M,a CAD 一 MCAD g Se 5 F, HAE 
FA A, FE OA CA) 一 MCAS) 是 均 慎 为 OL EA uits,t] 
xX AD 4 Gauss EILE E. BE M EREMIE A o h HRA. 


67 正 交 靳 测度 的 表示 


671 FM 该 好 和 分 别 为 SS 和 3 上 的 .多 ,- 适 诬 的 正 
交 蒜 测度 . 如 果 对 任意 A E -ACS),B E BCUS'), {MCADN,(B),t 
= O} EF BLUR M A ON 相互 正 交 . 

首先 ,我 们 研究 以 qtdx)dKK, ATRE E ES Be EE. 

6.7.2 3| 理 ” 设 v(di,dzx) 是 一 个 oo- 有 照 的 可 料 随 机 测度 ， 
Aeg THR odt do) 一 gtdz7dK,; 其 中 下 ,是 可 料 的 增 这 程 ， 
(gide) dio 是 随机 o- A PR M REY e EHE. 
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证 明 “如果 ”是 有 限 测 庆 ,结论 是 早已 知道 的 事实 . 如 果 "不 
EARRA. UFE R X RX S EEE Z x BCS) 可 测 的 函数 w 
使 得 

本 《本 证 下 》 一 CC 
是 有 限 测 度 , 则 有 分 解 

v €di,da) = g', (dz) K,. 

BY gde) = wo'z, rdg (do), BPS S| IEE. DEE. 

注 上述 分 解 不 是 唯一 的 ,但 假设 天 是 增 过 程 总 是 可 以 办 得 
到 的 . 例如 ,我 们 可 以 利用 上 十 K, REK. 以 下 我 们 将 假设 观测 度 
的 二 次 变 差 测度 具有 形式 9,(dzxydK,, 其 中 下 为 可 料 增 过 程 . 

6.7.3 引 理 设 ati) 是 RR 上 一 非 负 右 连 续 的 增 函 数 ( 人 允许 
取 + 00). & 

eft = inf fsal) tt}, to, 

则 ete) 为 ESE TA ESE ee. Het SOW A ca) < ce， 
MARA We talo & lima@). + 
a_t} =a} = lima(s). 
c H = ctt-) = lime (s) = jnfifs:a€s} == £} 
= supis:ats) <i i}. 
若 约 定 a. (0) = c..《0) 一 0, 则 对 一 切 上 六 0, 我 们 有 

a le Ea LEHA 
对 一 切 上 < aloo) RINS 

ate(t)) = ale D) 2 2t. 
特别 地 ,如 果 a 连续 , 则 对 一 切 1 过 aloo) RNA 

af{c(t)) 一 在 (人 《ti = F, 

由 于 < 与 < 的 关系 对 等 ,所 以 我 们 有 

ats} = ini {z;c (t) > s}ys 2 0. 
此 外 ,我 们 还 有 
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ags) = supit-c(#) SEs) os 20. 

证 明 OR ee SM. 

6.7.4 定理 i% (¢.(dz)).n, BE ME Lusin 空间 (CS， 
BUS) 上 的 o- 有 限 随 机 测度 的 可 料 族 .4 是 Lusin 4 fal CU, 
BUY) 上 非 随机 的 o- 有 限 扩散 测度 ,并 且 满 足 

gSY LAUG, Wtro, Ych. 

则 CCI) 存在 -个 SU {6876 是 5 的 死 点 ) 值 可 和 料 过 程 9Xt ,x}) :使 得 

g(A) = | Dp A Y A E BY © EO (7.1) 


CE) 存在 S BU A a Ott. 7, de), 使 得 对 任意 的 可 测 正 函数 


[Pa Geed CeCe yu) ACK) 一 | LRE, E, Bq da). (7.2) 


证 明 C10 AWS AU BE Lusin 空间 ,所 以 存在 10, 1] 的 
可 测 子 集 到 SS BY BPM A LO. 的 可 测 子 集 到 UU 的 可 测 双 射 
L RENEO AAC.) 4S 9.0) MAC) RARE PHRMA. oO 
毕 存 在 可 料 过 程 wt,uo?，* 使 得 


了 CA) 一 | TAPE Adv) Y AE BELO,ID'Y wE 9, 
LIS 


ABR ta = kepad OO 则 我 们 有 57. ORL. 因此 ,我 们 
Regs = U = [0,1] EEPE AEA. 
a) ide) xo 是 [0,1] E o- 有限 的 可 料 测度 族 , 在 单 点 
ELARA H JFE 
g.([0,1]> S p,CL0.1]) < ee, (7.3) 
id, Fix) M Gir 4A gdr) M pdr) Ay o> Tp Bey RY . M) ea ER 
B FC) BRISA AI RK. GC.) BEEK PO 
GÆ Px 40,1) 可 测 的 . > 
inf{s-Ftt,s>} = Git,uw)} WM Girme) = Flas), 
Ci,“ = a 
Oy HE. 
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Pee ie.) Ds) = (Fs) AGUO, u) E P x EL.L]. 对 
任意 固定 的 上 兰 0, 和 由 假设 (07.37 WIG. 3S Fi), xe ok 
Cr 是 Xx 的 连续 薄 数 ,所 以 由 引 理 6.7. 3 ,我 们 有 


| Teap, cdz) 


= | ipo ns Pe Ode? 
[0.1] 
— |. mre men pr de) 


= GG GF, = FE,s) = p0] 


其 中 G Gs) = influ:Gtt,u) > s}. 

b) igear 是 上 0,1, 4¢(0,1]) 上 ce 有 限 测度 的 可 料 
eA LoL 410.19) 上 非 随机 的 o- 有 限 扩 和 散 测 度 ,并且 满 
Eg SACO DY te 0. we 2. iR {4,09}, ELl] 
有 一 个 分 划 ,使 得 Da GO EE P X ACLO,1)) g fA, G)) <i co. A 
为 4 是 扩散 测度 ,并且 

gCA, CO) S ALOL D. YRZ, 

HBI k = 1, 存在 一 集合 BRO Colb 使 得 ACB. OD 
= ¢,(A,@)). 而 fc. A FED HE. HL 

a.((0.1] — AG) < ro + AC[0,1)), 
因此 存在 BO, BRO 1 Bo = OR 

ACB,(t)) = qg AG). 

如 此 进行 下 去 ,我 们 就 得 到 [1o,1] BP a BO hie 使 得 
rolo E F Xx B01]), 并 有 

gA D) S ALR G 十 CoO， kl. 

由 a) EA EEEE BLD ER AGO U 486} 的 可 料 过 
程 alu), eG 


gA N C?) =Í Faw O gew ecna n Alde). 


[o.1] 
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K> 


pu), WRG) E BAS 1 


8, MRED & UBO), 


到 显然 pau) 满足 (7.1) 中 的 要 求 . 
CI) 对 任意 的 Be AU), S 


Pu) = | 


plot = | Treo few Ade), 


Plot = | fpr ded = | fadada) 
SU Rt AE BE BY FY DRS De 0. ph Coy. A) <p? (wes fs MT EY Doob 
定理 知 和 存在 SS XX SCS) AY PR Qe t B) 使 得 

Aw) = Ki fQCw,t, °,B)), 
即 

[ ep FE Vad = | frst Bdz). 
定理 证 毕 . 

G6. 7.5 定理 an p ge F) 是 一 个 带 流 的 概率 空间 + 
FP: Be p o- 有 限 的 随机 测度 ;并且 满 足 

vidé dð = ¢,(daddk,, 

其 中 天 是 连续 增 过 程 ; Ge 可 料 . 则 在 扩张 的 概率 空间 C0 x 0, 
FRE FX F P x PP) 上 存在 一 个 以 v 为 二 次 变 差 测度 的 蒜 
测度 六 ,六 是 白 噪 声 的 时 间 莹 换 的 象 ， 

iE -3 Hn. N Ee ERE C2" ,.P)- ih hl) AE Mf EZE, 

证 明 1) 假设 天, 非 随机 . 我 们 可 以 在 一 附加 的 带 流 概率 
SEG, F, F a” PO 上 构造 一 白 噪 声 B,《<B》 一 ACcdu)dK,, 其 中 尺 
满足 定理 6.7.4 中 的 条 件 . 在 扩张 的 概率 空间 (中 ,. 多 ,多 三 ) 
—~(OxX 8,4 XF, FXF p’ PXP) EB 仍 是 一 个 具有 非 
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随机 二 次 变 差 测度 的 堵 测 度 . 由 定理 6. 6. 6 知 瑟 是 .多 ,- 白 噪 声 . > 
Clty) EREC. D 的 可 料 过 程 , 显 然 PERS x BQ) 可 测 的 ,其 
PP 是 多- 可 料 o- 域 . 

由 性 质 6. 4.9 及 (7.1) BDH 

Nwo AY = | | Taws u) Bw ds du), A E BS), 
是 连续 对 测度 ,并 且 其 二 次 变 差 测度 为 

[| Fagewss ud ad dK. = v((0,t] x A). 


i M E, P- BWE, U Mb CZ, P- WME. h BA 
M PEM BIA MA BICZ. 4 A Enpe E pp e BT =. RAT AT A 
WE AR Me fl] BE Als B AB M EZ, KM it At FR 
E LAP X ¢¢d2ddK,), IA APCs ;#7).B 与 1M 正 浆 ,由 此 可 以 
HE N 与 M 正 交 . 

E> 如 果 下 不 是 确定 的 ,我 们 可 以 考虑 过 程 

C: 一 inf {s => OA, a t}. 
WC #2 K AXE UF o 有 限 的 随机 测度 7Y(dtdz) 
”二 ge (dade Cah gc ACH o> ABD 1 PEHE, FRAT AT Eg 
造 二 次 变 差 测度 为 Adedi K AREA) 可 料 过 程 w 使 得 

NCA) = | | ays 0) BCds,du) t 0A € BCS) 
以 Ytdi,dx) Fy RAR Ze il BE) S E. 

恕 果 我 们 令 MCA) = Nx (A) UM BS - SOE FAK 
PR ABS jl RE AY q.(dajdK, AEA A 

Mad, = [| Ta@dac ands = | | tr)g. dndK,. 
HEHE. 

下 面 我 们 将 讨论 定理 6.7.5 的 道 命题 R BET E Be) N E 
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都 是 百 曲 声 在 时 间 恋 换 下 的 每 . 为 此 我 们 必须 利用 一 个 推广 的 娃 
果 , 下 八 结 论 是 基础 . 

6.7.6 定理 2. .S,,P)e—PRHRS SS 和 
S 是 两 个 Lusin 空间 ,M ES 上 二 次 宏 善 测度 为 ofCdzrd 天 ,的 连续 
BiH RE, Foc K Fe ee eT Fe. Cg (ded), 是 F r FRA E NLM 
HE AA) BR. 

设 %(zr:dz) 是 3 到 8 的 可 料 转移 概率 族 . ERY KX SX SE 
o- ERT EHIE Y pidrid m = g dY xd x) , MEEI SE A H 
RARA 0,8 xF pF, XF ţa P x P) EEL Kp de, 
d =) HOKEE mE WEM, Cdr, d T) FEAM E S 上 的 投影 
是 M, BM, Cu A xX 5) = MoA) WY A E BCS), ww) 
所 站 文生 

WEA B N BEES Xx 人 5 上 二 次 变 差 测度 为 Kp, (do, 


dz) 的 要. BRM BE SE ALN 与 每 个 多 ,- 鞭 测 度 正 交 (定理 6.7.5). 


= 


MCC) = | ¥,(2,.C)M(ds,dx) 
of 4 
4 inl (Jela, x) — ¥,02,C))N(ds,dz,d 7), 
bw SS 
(7.4) 
YCE BS) x BS), ERY. = | Tex, E)7, Crd z). 


BU C7. 4) Aye a Ty AE EY TE eB. 又 由 的 取 法 知 好 也 
Fis SEY TE Se REO BE. Ee EM PRA: 


jax] | yx ,Cg dr) 
a a 


+ f pldrsd D Uam — 12,00)" 
Sus 
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一 aK] | 20a da) 十 | addxr7.Cerd EI CoCr sz) 
` Sue 


+ ¥2(2,0) — 27, (x, CTelr Ty) | 


= jax.[ > Cx ,CY 0, (da) (AH Y, e) FERESS) 
一 | dK,p.(C) ， 
BD Ad 满足 定理 中 的 秘 求 . ELEM E S 上 的 投影 为 M. 
对 任意 的 CE€ BS), RAE 
iol} 一 [7d xy) = f, 
因此 ,由 (7.4) (BM (C0) = MCC). 证 毕 . 
mE EA E FR A PB th BE ,我 们 可 以 把 上 述 缩 论 


WETEA TE, Rie TFE: 
6.7.7 推论 Hn BHA HE A A FM, Ged = 


[fe KS rg, Cd2jdk, 3 H K 是 连续 增 过 程 ， (q: dx) Yew 是 可 料 


的 随机 测度 族 asr) € LE? (q¢dxjdk,). MART nm, = Ù. 
MEES _b PRE eH A lsg (dx dK, HE E BRM 
N fh a, = NCS). 


证 明 $ 
D= {s>0:| Gogidze) 40}, 
FF AE 


g'is cdg idr) 
| o<s,2)4,de) 
B76) deve 是 可 料 的 概率 族 . 对 转移 概率 7, (de) 和 非 负 连续 增 
过 程 | e+(s,zx)g.Cdx)dK,, 利 用 定理 8.7. 6 我 们 就 有 一 个 以 
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Yir) = Ipis) + Irl dĝ r) a E S, 


YC) | oCs ‘Totdr)dK, = a €s,a2)¢,(daj)dkK, 


7a ERAS 22 EON ,使 得 入 在 某 一 单 点 集 上 的 投影 
te n. WEH. 

利用 定理 6. 7. 6 BEB ERIN E SB a es TE e 
度 PRR] Vea A ARASA PR. 由 此 我 们 可 以 看 出 已 
噪声 和 质 论 中 的 Brown 运动 在 可 料 表 示 性 方面 具有 等 同 的 地 位 . 

6.7.8 FTIR 设 必 是 (PY 上 BL gtdx}ydKK, 为 二 
次 蛮 差 测度 的 连续 观测 度 ,扩散 测度 4 和 可 类 过 程 $ 与 定理 6.7.4 
中 的 意义 相同 . 

C1) 如 果 天 是 非 随 机 的 , 则 存在 (C0, 多,.F,,P) 的 扩张 概率 


空间 ( 全 .F .F,, P ) 及 其 上 的 以 Acdu)dK, 为 二 次 变 差 测度 
A SRE B.C o ,du) ,使 得 


MP = | | fps w Bids .dud.¥ f € Lg Cdr)dK,). 


(7.5) 
CE) ARH. M EARRA Em a] ee FAR. 
证 明 《1) 设 可 料 的 转移 测度 Qda) 满足 (7.2), 定 义 
pda, du) = Q,€r,.ded¢.(dx). A 


| Toner uD 4 Ce ACde) 
cr 


= | Ta a) pdr dee), Y BCBS), AEC ZU). 
Sat 


HEM 6.7. 6,988 S xD 上 的 二 次 变 差 测度 为 p,(dzx ,du)dKK, 的 
oe MEM ME S 上 的 投影 为 M. 因为 款 测 度 N (dr,du) 
一 I. M (dt ,dx du) 的 二 次 变 差 测度 

| Qe ,dg dardK, = AK Tinea ea Adee) (8 为 死 点 ) 
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随机 ,所 以 N 不 是 日 噪声 . 在 附加 的 概率 空间 中 ,我们 建立 一 个 一 
该 变 差 测度 为 ACda dK, A Re W de), Se a BE 
Btdn) = N idu) + fin Cot uw) W, Cda) 


AA Bay KE A ACdadd K, 非 随 机 ,所 以 由 定理 6. 6. 6 知 
B HARS. 


FFE LADAK, f- pE LAK Aden, 并且 有 
[| fees BCds dee) 

= | | Fisu NCds,du) 
十 ] FPG oa (pls su W Cds, du) 

一 [| AEN ds du 

= [| fe) | Wi (ds dex du) 


一 | | res. Mds.dx,du). 


因 Ay 
EL T f | fees.) 个 人 dsvdz du) 
-= f | xan Mids dx du) | 
= E| | [ eeu 一 f(x) Q(x .du)q,Cda AK, | 
= E| [i [ esad) — AKD FAW DAK, |= 0, 
所 以 


] Fiss tr)) M (ds ,dx,dz) 
Ow Sait 


一 ff [r Ai (ds dx, du) 
ov & 
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一 | | fe Mids da>. 
Er C7. 5) pvr. 

(1 > ÉIER AEE OG. 7-5 的 证 明 10 相同 .证 毕 ， 

下 面 我 们 将 研究 向 量 值 革 测度 的 表示 . 

6.7.9 定理 ii Mist} Æ Lusin Bla) S EIn Pike 
ay Bb m BE. HE A 

MLE MiG), = | | errprra,(s.xqdndK,, (7.6) 
其 中 


AKS, zr) = me: TOs, x, is} -一 l, Patt", Ha 


点 一 


a, E Li(Co, (dydK, K BAHP, dra en E A 
随机 测度 族 . 旭 在 扩张 的 慨 率 空间 上 ,存在 # TORTE E l E A 


gq.cdxydK, AYA ALE Ze Ag BW EAP oP 

Af, (gp) = SI PELIT LS T) M¥tds six), q = 1425**'5H 

ov es 

证 明 OCA AB ols.) = a s.r) Has, 2) KORA. 定 
pa 

F sad = lima (srtats rz} bel) ly Gord ER XS, 

Eko 

HE Eon Bor PE, 令 Ee (sc) BR" Fl ats,c) CR) EA wee 
BH AG Err) = I — Ex(s.r), W mR oa (s,r)0(s.2) 
= gls, t) s lG, = ErG, r). TEE — B i AA) FB E ae Pa] E E 


二 次 变 差 测度 均 为 qdz)d 天 ,的 A~ AE TL IE ZE ha RA M E M Cds, 
da}.k = le 显然 有 


édi 


(MCA), M(g)),=0, Yg © Le drydK,) 
CAE AECE), = 3,| | Fre rg. dard, 
Yy f.g © Lito(drydK,). 
CT. 73 
RiP € (1.2.-,n) MIE Bh E 


BP = Sf | Gals FIM Cds dr) 
bo dove 


十 STI (Ex ats, Cry Mi(ds,dax), 
b=] Š 
W C7. 6) Air 7) 4Y fog © L'(e,(drjdk,), 
MOA. Ace) 


= T. > Taist) Ti Cs sT auls,r) / Crge Lrg (dajdkK, 
RE -- 1 


j jJ, È Enda srd (Ex ula) F dg ag dr dk, 
E | | cesaryg Cr)9. drydK, 

t [| ED DS g ag, dedK. 
= Syf | ADE dg DAK.. 


因此 , Mpe, MÆ n PH RIE GE a. 又 注意 到 
OCs, 2) FExts.x} = Eyls dois, o = 0 A 


<D f (Enda CS cS (cM ds dæ) >, 
=i S 


— | | (En nas 2 Ens af g cdr)dK, = Q, 
所 
我 们 有 
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DJS Dousa 入 sds ,dry 
二 一 上 


一 >, FF fcrouts.2) Gas, cM Cds, dr) 


+ f=] 


十 > [| Ferrous =) CEN dats a} M! Cds ,dz) 


#,f=] 


7 | | fone cds,de) 
7 Zi En Jalsa FCI MM Cds da) 
taje lad 
+ Dj (als En (s £) Ju M Cds dar) 


= [| FM ds do) = MN). 
证 毕 . 

6.7.10 推论 如果 利 用 定理 6.7.8 中 的 记号 和 结论 ,在 下 
是 非 随机 的 假设 下 , 则 M ,i 之 可 以 用 有 个 相互 正 交 的 白 噪声 B, 
Bi B” Fe ays + BD 


MD = >) ("| AGa psu) BY (ds,du). 
k==1 


下 述 定 理 是 推论 6.7.7 和 在 回 量 值 连续 平方 可 积 蒜 情形 下 的 椎 
r^. 

6.7.11 定理 jim eem) nT OF HEA RR, 
ERE am, = | f acs .0)g,CdaddK,, EP as zy = als, z) 
“og (tr XT) 是 æ x ACS) FW A an x on E, H als) 
E L’ cg (d2jdK,) sis} = nK 是 连续 增 过 程 ， Co Cd x eee 是 可 料 
的 有 限 测度 值 过 程 . 则 在 扩张 的 概率 空间 上 ,存在 = 个 连续 的 黄 测 
EM yo M) 使 得 T B,C € FECA}, 

£43 


(MCB), MOCYY = | | Toae (Japs rg (dr ydK,, 


《7 了 . 8) 
并 且 MICS) = Mist z= 0. 


证 明 《1) 假设 对 称 阵 AGs) = | | aog da) _ 是 可 
Wy RME eG). F T E 2% (g,€d2ddK,) iG, D # 
对 称 阵 | | fas. 24.Cdx>| Mi Qos, 1) = ACs). 


Tij 


H EE G. 7. 6 TES REX S & (152,050) 上 我 们 可 以 构造 


一 个 以 Dig (dr dK By (dj) 34 eR AB 22 Hl BE A BR a E N. 对 于 i 
元 1,250" afi } oe 


# 


RNA) = 六 | | ons NCds dx. DY A E€ BS). 


t=] 


bly A’ BN BE Se A RAS f,g E L(g,(dzxydK,)， 
NIC), RED), 


-<2 ff Fial, 2N (ds,dx, {k}), 
d Jods 


Sif grog (s,29NCds,dx, {1} `, 
g= es 


| 


>. | | Fe (roy €s,x2)a,Cs ,To tdr}dk dy; 
a 


f=] 


一 > | | ft) gC)on Cs Tats, Tg,tdrydK, 
D . 


i=] 
= | | Ferg was s.2g.(dz 4K. (7.9) 
0 
AATF z = {ls of € Liig (dajdK,)s SE 


gad 


Mf) = >} Tacs, eG) udm 
eyo 


+ > | [en — Qs OG) Ja N*ds,dx). 


下 证 M,- M 满足 定理 的 要 求 . 促 实 上 ,因为 AG, S = QCs 1,1) 

= ACs), RRA MCS) = mii <n. FART A M., M 的 

二 次 变 差 测度 . 对 YY fig © L(g,(dzx)dK,), 由 假设 及 (7.9) 得 
CM CA), MECE) ), 


= > [Tacs Me LLOQ 2986) I 2u Tg (dr)dE, 


上 ,If 一 | 


+ [| EA ac, Maer] 


«fetal — QO 896 Cs) pauls a ¢.Cd2 dk, 
= [RG ASIA) QC.g986))" LAK, 


+ [| Eror — Ql, AEs) Jats,z) 
fetal — Q0s.g 06s) og tdrydK,. (7.10) 
E -p ts, +) FU ots) 是 对 称 的 ,所 以 有 
Qs DEAC G 28s) ]* 
= Os, fod( AC eC IQG.g) 
= Os, f/f d(sIQG, 2g) (7.11) 
Da 
| L — OG, Nd) jas,z) 
- [sir — QG, gl |" }¢g.Cdz) 
— [Uo — Q6s, DEG Jats, 2) 
. (etal — ÖNCE, g) J¢e,Cdx) 
一 | galr) — Arats Tos ts gg) 


edo 


— QC fod(ogelria(s,r) 
+ 06s, J08( ats. cid(s) OCs. ge) gdr) 


= | Dg ats rg, da) — OCs. OT EY. (7.12) 
H (7. 10),C7.11) 和 《7. 12) 可 推 得 


(MCA MEC = | Fg ayl roq da). 
CE) 44 ACs) 不 可 道 时 ,使 用 定理 G. 7. 9 的 证 明 方 法 ,我们 可 


Dl at A wt SEES, BY seo. BCG)AC) = AG) 6 (3) 
-= ECs), FR Ex (s) ER Bl ACs) (RD FRB. + Ess) 一 了 
— ERG), plj 


EDAG) = 0, & (AG) & C) = 0, (7.13) 
an Re MS 


MP) = Sf REN FG adm! 
k=] 


+ SPS ra — QG, F ja Ncds,dx), 
Gi) ote a FE MP +s , Af" 满足 定理 的 要 求 . mar H 


MAS) = yf LAG) F Ce) Jdt 


k=l 


+ > ‘Yor — Ac) ja NMds,dxd 
rope ae 


| 


n F | . H i ， J d 
>) | Eram 十 55 f ero tCds ,dry 


| 


mi — D | En Dud 
p=” * 


十 > |) Ext Nids,dx), (7. 1435 


ith (7.13) 得 
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< > | Aus dude! >; 
=< 1) J Era N dsid) >, 
—_ KLAG Jas Judg Cdadk, 
1 - 
— > | [Ey (SACS) Jy (Els) dK, = 0. (7.15) 
i pu" 
H C7. 143 ACT. 15) BRE MCS) = m isin. 利用 (7. 13).F CTD 
中 辐 样 计算 可 得 
CM CFD, M Ce), = | | (gira, radrrdR,, 


Yda © £'%€q,Cdr3dK,). 

ThE. 
MH ER 6.3?.9 和 定理 6.7.11., 可 立即 得 到 我 们 的 主要 定理 : 
6.7.12 Æ {irm ee.) n PERE TOR. 


Cp ym), = f |a, (s,gtdrdK,, 
则 在 扩张 的 概率 空间 上 存在 = 个 一 次 变 差 测度 为 &Cdr)d 开 , 的 连 
ese phn) AP AT, e p 和解 ", 使 得 
mi 一 > dals) Wicds ,dx). 
之 |. 


68 贺 问 题 的 研究 
痢 测 度 理 论 建 立 的 动因 之 - -是 赋 究 直 述 问题 的 解 的 存在 人 性. 
(0,2 , F P) 是 带 流 的 概率 空间 ,g 是 关 - 可 料 的 有 限 测度 值 


E REELE, F FP) MPP RS AX. PD 
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EBUTE) 的 解 ,如 果 太 连续 ,并 且 Y S € CHORD, 
(P), JXD — FX) 一 [| orcs, X,,2)a,Cdedds 


LFP ER, pS Æ Lusin 2 fel , L ee MER. X RX S_EA 
AHAT: 


LFG, yx) = [+ Den ay, = L + Sa a ZF (sy, x), 
A Yt) = olsy r)a" Gya) EENE RL XES ERAS 
系数 . 

在 研究 航 癌 题 时 ,我 们 首先 遇 到 的 困难 是 生成 算 子 的 积分 形 
式 ; 其 次 是 测度 g 的 随机 性 ;因此 我 们 必须 分 两 步 来 解决 问题 . 第 
一 步 假 设 ¢ 非 随机 ,我 们 给 出 款 问 题 CP?7 的 解 关于 白 哄 声 的 表示 . 
第 二 和 步 我 们 拓 广 到 随机 ,给 出 蒜 问 题 CP) RARE 
示 , 并 研究 畦 问题 <P} 的 解 的 唯一 性 . 

《一 ) 假设 测度 g 非 随机 

为 了 简明 ,不妨 假设 = = 1. 在 这 种 情况 下 BR Pa ag CPD 的 解 总 
By LAZAR A 


X= X, + | d f Cs, X. reda dàz)dB, 
[$] 


十 | sc, 和 mgCdzyds， (8.1) 
其 由 五 是 (2, 多 ,多 ,,P) 上 的 Brown 运动 . FR TE o M6 WE 
Lipschitz 连续 的 条 件 下 ,我 们 也 天 法 判断 随机 微分 方程 (8. 1) 的 
解 的 存在 和 唯一 性 . 因此 这 种 表示 方法 不 适应 于 这 个 问题 . 另 一 种 
思想 方法 是 按 定理 6.7.11 把 非 随机 测度 9.(dx)ds 看 作为 定义 在 
F ,¥,,.P) 的 扩张 空间 上 的 白 曲 声 W 的 二 次 变 差 测度 ;质问 
题 CP) 的 解 就 等 价 于 随机 微分 方程 


X, = X, + | | 26s. X..2)W ds,dz) 
地 


24& 


"a 


+ f | ocx, „rjq Cdr)ds (8.2) 
的 解 . 在 5 和 5 满足 Lipschitz 连续 的 条 件 下 ,方程 68. 2) 的 解 的 存 
在 性 和 和 唯一 -性 好 可 得 天. 
一 般 地 ,我 们 有 如 下 结论 : 
6.8.1 定理 I g 非 随机 .， 
Cr) Phm O 解 的 存在 性 等 价 于 下 列 随机 微分 方程 组 


dx} = >| one Xm Wide de> 4 | BG, X..2¢Cde>de, 


dX; = D | ou XW de de) 十 | BE, X adq (dx de 
k= 5 


(8. 3) 
HRR TTE He BW W RELE, F F P 的 扩张 至 
EE n PRA gods A LRE A SIE ce BR. 

(IE mo fb AFELA Lipschitz 连续 条 件 , 关 
于 第 一 恋 元 上 和 第 三 变 元 工 所 同一 致 连续 , 则 随机 微分 方程 组 
《8. 3) 存在 按 轨 道 的 唯一 解 ， 

IWE FEG 3) 的 表示 是 定理 6.7.11 的 特例 , 由 定理 
6.6. 6 知 白 噪声 的 分 布 完 全 由 其 二 次 变 差 测 度 确定 . 因此 本 定理 
ES UE BA BY LAF FA Ikeda 和 WatanabeLl14]CP151) RRS] 
三 章 ) 中 的 同样 方法 给 出 , 故 略 去 证 明 ,. 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 
C147] #80144. 

(C—O 测度 g 随机 

现在 我 们 来 拓 广 上 面 观点 , 当 g 是 随机 时 ,定理 6.7.11 就 保证 
了 我 们 可 以 在 款 问 题 LP) 的 解 和 靳 测度 之 间架 起 一 座 桥梁 . 这 襄 
是 下 述 的 定理 : 

6.8.2 定理 RX Bn tt o 适应 的 连续 过 程 ,并 旦 是 靳 
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问题 LP} 的 解 . WY EOF PD 的 扩张 的 概率 空间 上 存在 以 
q.€dadds 为 二 次 变 益 测度 鸭 叶 个 相互 正 交 的 连续 蒜 测 度 M ---, 
M" ,使 得 X 满足 下 到 随机 微分 方程 组 ， 


dX} = D | out- Xr Md de) 十 | ba, Ks rg, ded 
下 一 下 =“ 5 


dX? = D | ou Koa Md dr) + | ae Xeda doder 
Pe S 


(8. 4) 

证 明 ”证 明 的 方法 和 定理 6.8.1 相同 . ARAR na 
[11] [14]. 

HCP) 是 -- 个 带 有 随机 系数 & 的 蒜 问 题 , 这 是 一 个 不 易 描 述 
的 问题 . 因为 以 ciCdryds A tk MEE EAE ES AS 
个 ,所 以 在 一 个 空间 上 ,随机 测度 8 给 出 了 元 限 多 个 解 . FI EE: 
只 要 n- HRILA. o 满足 方程 (8. 4), 则 由 了 i6 A XT 
E(P). 

HEA EA n PA EE 2 Ee Bd A + M OR a AH 
b 满足 一致 Lipschitz 条 件 ; 则 方程 (8. 4) 有 唯一 解 . 这 可 以 仿照 随 
机 微分 方程 中 通常 的 证 明 方 法 得 到 (参见 [141],P165). 


6.9 一 个 例子 


在 6.2 的 开始 ,我 们 曾经 说 这 不 是 所 有 团 测 度 都 能 定义 随机 
积分 ,本 节 我 们 就 给 出 这 样 堵 测 度 的 一 个 例子 . 


设 随机 变量 s 服 从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 . 记 s = 1 — onl, 


F, = of (RET) Ca] 表示 不 超过 zx 的 最 大 整数 ) 
Fy KF, Sn Seto Seats 
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WCF, Jo 是 单调 上 升 的 o- 域 流 . 定义 

MOD = PUE E AF), ACO.1], tbo, 
则 AE Fe — BAY E. 

id K = [2°F],4 J, = (K2-",(K 4+ 192°7),.H, = [K2-*, 
(K + 120°) AE, = LOK + 127%), CK 4 19257), WJ = 
A, UL. FH EMEA 2", APM. 显然 有 SE 7 on 

URR t MFE n 1 Gs, Sts ed, EF, 可 测 ， 
FHA ERTZ, = aa Po ee. 上 的 均 色 分 布 . 因此 我 们 
有 第 论 : 

AO 对 于 1 存在 ?之 1 使 得 Mtdzy = T (dz. 

WR t lM EE A, 可 测 , 从 而 有 : 

(BY) AF te l MCA) = 1,8). 

it XIF te OM, C+) ERTEN 1 的 实 值 测度 . 但 是 对 于 
BRI PS M, 我 们 无 法 定 关 随机 积分 , 即 存在 有 界 可 料 过 程 了 ,使 得 
随机 积分 | Cs ,x)M(ds dx) 不 存在， 


& 


2s Meee ALFA Sn E E Z Sapio 
fG@.,2) = |- 2, Wee E La IPH Sa St A Sar 
Os 其 它 ， 
则 关于 变量 Af.) BAHAY. 因此 了 基 加料 过 程 . 
TELES. M 不 存 在 . SESE RR SMa M EE 
[ss | EASA BE RE. H BEER AH son cf TR Se R. 
H FADE CAD. BETA A eT Se 


ft. xr) Midt,dx) 


[ol] sors. | 
2tM, CH) — M, CH, >] — 2EM, a) ~ M, Ea) d 
了 pote T7 Fo, 一 了 Co. J? 


T 1 


| 


| 


col 


A Tavs Ay ERIR H, B La BEAC. D CLL 的 丢 率 取 1 或 者 
-LWR ”| f(s,x)M(ds,dx) 存在 ,出 


[Be.1] 60,73 


Fis, M ids dð 


[oT] ol’ 


=- 5 | ftt,2)M(dt,dx). 


n=l Tost] ts 55] 


但 上 式 右 端 级 数 每 一 项 的 绝对 值 均 为 1. BA TT 
iCs,z)M(ds,dzx) 


C01] co. 
不 可 能 存在 . 
下 面 我 们 将 说 明 M 的 控制 测度 K 也 不 存在 . 为 此 ,我 们 来 计 
OM 的 协 方 闫 测度 QQ@. 记 NN 一 M doM. dyd A} F E S Sas 
e EEREN: az sdy) 
= A(Midx),M(dy)>, = N, — EIN, LF) 
= LAE eses, o T AUP {aay © Japi LF, } drdy. C9. 2) 
WR r Al y SRE A, P, aA RE La P e M) h CAD 得 
Pile w © dni 72) = L. 
oR Aly —P EM RHP EL H Ja BE R La PI 
知 Pirey © Foi, lF.) 一 0. 国 此 由 (9. 29 得 
Qisa ‘dz, dyo 
= AUE iye - 20 ie sen) — 22 iye ljdzrdy， 
而 在 J. E bah ies AE t 1, 而 在 .六 之 外 为 0, 所 以 
(Q Us dr,dy)| = 4 iver drdy. 


trig 
IQs) x [01] x Cot = 4] | D, Cert, C9)drdy = 1. 
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SOR RE 天 存在 ; 它 必 然 控 币 已 ,但 是 
K(£o,1] x [0,1] x [0,11]) 
z= [Q¢C0,1] x [o1] x (0,1) | 


> Dy Qsnl dr,dy)| = D1 =o, 
m a= 上 


此 不 可 能 :, 故 天 不 存在 ， 


23 


pe 


ES 


Be pe 
Lat 


Mi. Métivier [25] 中 对 取 慎 于 Hilbert THR T 东 
入 的 研究 ,同时 M. Meétivier Al J. Y. Ouvrard MO Hilbert = (al {ti 


ei) Be a TE 


= Re FE 


:要 使 抽象 
iti. 
E Be ae 


因此 ,我 们 只 讨论 取 值 Hilbert 室 间 值 巩 而 度 . ALP 


的 讨论 , 标 章 首先 引进 Hilbert 32 mie 


只 能 取 Hilbert 空间 
测 庶 ,再 研 完 关于 


TE eT a 


>m 
r 


进行 了 研究 , 受 他 们 的 启发 ,本 书 作者 对 取 值 于 抽象 空 


间 的 怠 副 诬 也 进行 了 研究 。、ML. Nietivier 在 [35 中 指出 ,村 


ome (ia) PRAY Se a Re 


fafa 


fy Ba EPL EL i a ao a E EHE 9 So 


钠 测 度 的 表示 定理 . 本 章 主要 取材 于 L391. 


7.1 预备 知识 


率 章 用 H.H, 


SA (H Ho 分 别 为 豆 , 到 而。 的 有 界 算 


A, G- YEE Ap Aa Hilbert #2 [A]. ic 
子 空间 .核算 子 空间 和 Hilbert-Schraidt 算 子 空间 ;它们 的 范 数 分 


H) M 


ofA. 


iC, Hel 


1 Ga Fr 


m 


oa 


wi = l,l il e 1. te H, a, A 


表示 以 迹 范 数 | ， | 1 和 Hilbert 范 数 j| -< ;的 张 量 积 空间 ,其 中 
H<., ‘oH, & yf 表示 A, QH 的 内 R. 

我 们 知道 SA, A) 和 R, @, Ap A, QH 到 H, 
A) RPS A 

fy G9 ft, —— ihis" rat fe 

EACH, SA, ,我 们 记 AC SH, AD 为 A4 在 这 个 同 构 
映射 下 的 像 . 同样 地 A COW, OL, IAC CH, H) HATE 
le] PE STP A RR. 则 

(A.A, Qh n @ M: == (AA, rfty m, Y A, €E ff, rhs ři, C1. 13 

SPA C EHH.B E SG,.G),BZKARWBE SCH, 
AG H, Q,G,) ,使 得 对 任意 C E Z H,G 有 

CA So BIC) — BCA”, (1. 2) 


iS Ho 和 A CH1) aaa, 上 自 伴 正 算 子 和 自 伴 正 的 
核算 子 所 组 成 的 锥 体 . 

WPA LAH), RNA HA HERË. 如 果 A HA 
«BR RCA) JEP AT 不 是 有 限 线 性 算 子 .但 对 于 A E SO ,如 
R ALA LIE SFE OU A} no A H HIE Z A EIE few} no 满足 Ae. 
= Aeri > O.WRI Aa Pe AB Mea A: 


Ath = St there, | | E (1.3) 


ne ZA) = [hE HD SU < co), at TP 
F. 


7.2 Hilbert F [E] {MA RE AE 


(0,5 ,P) 是 一 概率 空间 ,S 是 Lusin 空间 . Bik U Cw, A) 
23a 


EEE AX CS) 上 的 五 - 值 可 测 簿 数 ,并 且 满 足 条 件 ; 

CII EIUCA) | i<o, YAE BS), 

CIO UCA U BD =U) HUB), VA BE BS), 
AN B= Ø. 

wm E H FE BH {Aha C AS, A tZ RA 
E || UCA,> ||? > O.n + 0, WFE U FER] AUB] RS. BY SY BY ABS H- fe 
pa U FAE LLA, F, P- AWE. 

721 €X BQ, F ,F, P) 为 礁 流 的 概率 窄 间 , 并 且 
CF iro 满足 通常 条 件 . 

CO (MCA) > 0A E BS) RAB FZ .- 适应 的 五- RR 
a FF PURE RR 

C1) M(A.=06, VAC BCS), 

CEO IHESI A EE BUS) MCA BF 适应 的 A-R, 

CE) HERH D> 0,M,.(-) E Li- 值 测度 . 

(2) 机 果 对 任意 的 A.B E BS), AN B= OBA A- (ARR 
MCA) #1 MCB) EZ, MCA), M(B) } = 0,0 H- Re E M 
EEH. 

(3) MERHAR) A.B E BGS), AN B= A, H-P MA) 
MM HFAB MA, MB) 3 = 0, NPE H- 值 观测 度 
M 是 强 正 交 的 ， 

由 定义 立即 可 得 强 正 交 鞍 测 度 一 定 是 正 交 款 测 上 度 . 

7.2.2 定义 BM EÆH- (RW. MRE AC 
ZS), MCA) 是 连续 的 H- TRU 是 连续 的 . 如 果 对 任意 的 
AC BIS), MOA) HEAR. MI MM 是 右 连 左 极 的 . 

BR ARPT EPL. 本 书 我 们 只 讨论 右 连 左 
A Be WE AS 

7.2.3 BSL ERMAN SHAS EF- BW AER 
测度 和 如 (A Ree eS. 
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Ci) 如 果 对 任意 的 A.B E€ @CS),H- (BR MCA) 45 G- ie 
N(B) 相互 正 交 , 即 MCA) Q NCB) EW OG- (BR, BEM FN H 
AIE. 

C1) 如 果 对 和 任意 的 4,.B E B4S),A N B= C,H- Ah 
MCA) $ G- 8 NCB) 相互 正 交 , 称 MAN 是 弱 正 交 . 

显然 ,由 两 个 款 测 度 正 交 可 推 得 它们 是 弱 正 交 . 

HR ee FR TT BP a4 OP HE I: 

7.2.4 和 性质 RMA N Rt H- HEZE, mE M 
HN PEZ, Af + ON {hae A (IE RI. 

WMS EH H-E, ey A - (Re HEE 
WAC AS). FERAT H OA 的 对 称 正定 元 的 可 料 过 程 
Q,(@,t) 和 一 可 料 增 过 程 MCA)), 使 得 KM(CA)》 = | aace, 
SdM CAY). 我 们 可 以 对 这 两 个 过 程 进 行规 则 化 ,使 之 成 为 细 + XxX 
ZS) LHH 的 ,H- 值 测度 . 这 就 是 下 述 定 理 . 

7.2.5 定理 CIDR ME F- EA H- (EMRE. 
则 存在 <<, Xx BO THR o- AREME vdsdr) K Z X 
BAS) WM H QH- FE RG), ERIE RH AE BCS), 


it (ec Lo,e) XX Axo Alf | Qs sz) vds,dz) 可 料 , 并 且 满 足 : 对 
(ERM t > 0,A € BOS), 

vo X Ad = (MCA)),, 

[f QG, ods,dz) 一 MCA) h, Pa.s. 
Ein o = M), o = EM), MERA vo = Tro, 

(1) 72M -EMA IRIE S E EA o- A 
的 随机 测度 eds do) BRK A QH PIRRE EE o- BY PY RE 
机 测度 zkdqs,dzr) 使 得 对 于 任意 的 4 E SCS), REPL EC Loe] 
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X Adao Meer] x AD) wo BATE FHA ER > O 
BRAG BES), 

PLD X A) = (MCA) ],. 

AO x AD = [ MCA) I, P-a.s., 
FL 2 Aly HF BS HY o flo. DUS Nie « = [M] e 
= { MI. 

证 明 《1I7 同 定理 6.4.1 AERA PEAR TTF] LAGS A! o 有 限 
的 可 料 随 机 测度 "的 存在 性 . 下 面 我 们 只 要 证 明 随 机 过 程 怠 的 存 
TEYE. | 

AFOS At FE AE BS). 

OCF xX ]|s.¢] < A) = EUM, (A) — M,CA) ]®:. 


EF A= UF. X Jot] X Ac BCR, X Joust] X Akn) 两 
Pa BR AR Be ity eS HH, yA, €- ECS} kan RNS 


| vCA? |], <> oF XxX Ist) X AD Is 
k=] 


< > Er | M, CAD — MA I]? = @ x PICA), 
k= I 


AAS x 265) 是 由 所 有 形 如 上 述 的 4 生成 ,所 以 由 单调 类 定理 
可 得 - | 
| DAD, SR e xX PIA, VACFX AS). @D 
HF HQH aH Tj) Banach SMM MASH. AQHA 
有 Radon - Nikodym 性 质 . 由 (2. D 可知 存在 .多 x CS) 可 测 的 
H 的 ,HH- 值 过 程 Q(s ,x) ,使 得 对 任意 的 :> 0,4 © BOS), 

F | cryocds'dz) — €AP( Ad}, P-a.s. 

Ch > 的 证 明和 < 1 的 证 明 类 伺 , 故 略 去 .证 毕 ， 

设 好 是 到- 值 正 交 鞭 测度 ,一 《aaM) ,总 是 定理 7.2.556I7 中 的 
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可 料 H ĠA- HE. MTERA o AB E ZGO, RING 
MCA), MCB) } = (MCA NM BY} 


= f mss Tds, dr), P-a.s, ,| 

显然 可 料 测 度 odds d MEL Q 完全 确定 了 正 交 对 测度 Mace 
括号 过 程 ， 

7.2.6 TEM te 7 Fe 1F 20 BRR, M) = v, MR ER, 
X S) < oo, PR M 是 可 积 的 .如果 存 在 停 时 列 本 ,4 co, 单调 上 升 的 
BEAK, tE, E Bo. | XK D oW nl, EM Ee 
可 积 的 ， 

设 M FE. 假设 对 于 任意 的 上 全 0 x ds) ES) 
上 的 瑟 - 值 随机 测度 ,使 得 at x de) = Mido) — M,- dr), FẸ 
们 称 M x dzr) 是 对 在 时 刻 上 处 的 卡 . SI EELER EY 
测度 JM, 令 

atdrt,dy} = 2 Te xu Ega xd (dt ,dy), (2. 23 


PF a(di,dy> ERE M 的 路 测度 . 以 下 我 们 假设 测度 (2. 2) 是 整 
值 随机 测度 ,并 旦 其 可 料 对 俑 投影 和 存在:, 记 为 彤 对 于 了 和 CCR, 


<S), S X= [| fem Mds ,dz) Ol) X SE (HBR. i X GOP 
测度 为 YCdi,dz) ,7Y 的 可 料 对 个 投影 为 从 dtdr) XF g E€ CH) 


一 {g:g BW LIRR HAE a > 0; 使 得 当 上 x 上 >a 


| | ,gcdssdz) 一 ff el | Sayede) ] atds ,dy), 


Hp CS) 是 S E H- {EARM 
对 上 式 两 边 取 可 料 对 偶 授 影 ,我 们 有 


| sce acds.de) 
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= || al | Fayda) Bids,dy). C2, 3) 


设 M Fee FE ERRITEN o = My}, A Ti M Be BE 
By ADEE BE PRC) 为 好 的 可 料 特征 . 

7.2.7 {h C IJR S = {a,.a,,°+,2,)}, 815 EK H-E 
BiM BE M EH n TELER H- EFAA Main} 
ME — HA E. ZO m em? arni 是 个 相互 正 交 的 地- 值 平方 可 


ZMK, Gn’) = Cimi) = | &cydci, 其 中 Q Æ H QH- 值 可 料 过 
程 , 则 MCA) = Ymd, CA) BMT S 上 的 一 个 正 交 圣 测度 ,并 且 
uCds dr) = Sd, (dz), vt[0O,£] x Ad = | | Ques xdv¢ds, 


dx), FP Quis) = S1Q6898,,02), 

CI) HSE Lusin 空间 u et S- 值 可 料 过 程 ,m E H- 值 
wee Ay FARR, on) = C ,tm》 = | eco?ac,, 其 中 Qf: HH- 
料 过 程 , 令 

MCA) = | Talu dm, Y A E BS), (2. 4) 


则 MS EEZ H- BRAE, OMY, = | | QG ruds, 
dr), FFB v(ds,dx) = 6, (dxdt, QCG r) = 6, rQ). 

H22, MES LEH H- ARMS. H vtds,dx) 
= Q(D)8 (xz)B (dz)dC,, Q, 2 H QH- TARIE. MA 
(2.4) 的 形式 ,其 中 m, = MS). 

证 明 APEM 6. 4. 8 H. a. 
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7.3 H- 什 鞭 测度 的 随机 积分 


设 机 是 定义 在 Lusin 空间 S 上 的 HH- BRE. > 


| Af ||]? = sup, E E ALL. CA? || #7, (3. 1) 
A WE + WN) Se H- {Bs a) A a. 


Mẹ EREZA H- RAD) = 0, 
X = Dad xk xa, FE As A, & AS), 
i=] 
a, & ACH, G), 
容易 证 明 
NA) = Ñ, Ua, Maa MN Ad — MaA TAT, 
一 1 

YWrpSo0,Ac ALS) 

WIN UI2<ez S) sep Ze, lla, [| uds Att, At] x CANAD) 
jay SE RCS) 


= E| | Xs.) |) 2vCds,dx). 
r xS 


这 表明 从 Linno lO X RIX S, Z K BS), w x 了) 到 人 ERN 
BE AS 2s (Rag BRA X -> N ARSE SPR. mi eR RAE H 
= G = R. 从 某 种 意义 上 说 ,这 样 定义 的 随机 积分 太 粗 糙 , 而 县 在 
者 油 度 的 空间 上 定 叉 的 范 数 (3. D 太 强 .因此 ,我 们 必须 寻求 别 的 
途径 来 定义 随机 积分 ， 

设 MEH 值 正 交 靳 测度 ,Qw 是 与 4 RAS HQH- Ù 
可 料 过 程 ( 在 定理 7.2.5(1) 意 义 下) AT OA AOL, 
我 们 用 A AD- 值 过 程 Qw 与 之 对 应 : 

全 站 一 有 
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WRT HOw 的 平方 根 , 则 是 Hilbert-Schmidt 算 子 值 过 
程 . 在 不 引起 混淆 的 人 情况 下 ,有 时 我 们 对 Qu 和 和 Sw 不 加 区 分 . 

记 Le (五 ,G) BRAT KA.G) ,并 且 具 有 下 述 性 质 的 随机 
i X 的 空间 : 

CIO 对 任意 的 Ct 世间 XX RX SX Cw,t,2) ELS 
CRW co} C QF Cm,t „2O (H); 

CE) 对 任意 的 € H,G- X e Qh) 可 料 ; ; 

CI) ERAJ) COX RLX SX Ca,t,z) + Okey, 
a) Æ Hilbert-Schmidt @ TF JF H 


E| | 下 (ss x) © QG) | ivcdssde < co. 
RS 
我 们 有 如 下 的 性 质 : 
7.3.1 性 质 ‘XR BRO X.Y € LS (H,G), ULEX Qu 
oY E G, O- P < BCS) 可 测 , 并 且 
E| THR > Qu + ¥* wlds,dxr) < cc. 
A x 


WERE AI CX.Y) = E| THK © Qu 9" uCds dæ) 构成 了 空间 


L,G ENA BL IFRS PITA LG) 是 完备 的 . 

证 明 | OURS FESR ESA Trt X Qu YOE P K BCS) OY Al. 
因为 | 

TrX o Qu FY) = Tr -Que X*) 

— ATEX FY) -Qu (X +Y] 
— fr{C¥ — X) ° Que CY — X37 1}, 

ATLL, LBRO EE REX E OLS GG) GERAD Tr (CX Que KX") 是 
Bx SCS) 可 测 的 . 

if (h,) 是 五 的 一 个 标准 正 菇 基 . 因为 
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1 


Tr(X e Que X*) = TX -Qalli = DIX. QR Cha) We 
PECO RAR Tri -Qu KO EZX BS) 可 测 的 . 由 
1 = | X ° Qe | ` IY +- OF ||: 
k Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 
(X,Y) = E| TX » Qu oY ucds da) (3. 2) 


E LU G ,G) 上 于 的 连续 双 线 性 型 . 
最 后 证 明 在 内 积 (3. D 所 生成 的 拓扑 下 ,空间 L CG) 是 完 
备 的 . WAX, 是 满足 条 件 


lim 五 | | CR, — Xm) Edssdr)} = 0 (3.3) 


ee 有 RS 


的 Canchy JF Sil. fal. TE Po ae X RX 99? x EUS) ev 
x PAL, Cauchy 序列 1X， + QB} Ke Be BSE — Y. 我们 可 以 抽出 
子 序列 {下}: 1; 使 得 

limX, Cwt, r) o QE Cw,l, ey = Flw, Tv x P-a.s. €3. 43 
因为 ， 由 QË tw, t,x) f = 0 BHIS Y Cwt = 0, PTA FESSA 
从 QË Cot o) CH) BG 的 - MERTER SÍ X(o,t,2) ,舍得 

Tao》 = X lw, T) ° QË (at a). 
(3.3), G OR X AR X REC ITD ~ CD, E X 
E LI (H,G). 证 毕 . 

没 OCS ,G)) EIB mM 

h(w,t,x) = Saal, ya F, EB A © BS), 

T u €E ZH ,G) 

的 SZCH ,G)- 和 值 随 机 过 程 的 空间 , 记 AG Fb PCC, GE 


L'H, G) 中 的 闸 包 ; 则 ACH, G Æ Le H,G) 的 一 个 Hilbert F 
z i]. 
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7.3.2 性 质 ”如 果 随 机 过 程 基 具有 人 性质 ; 

C1) 对 任意 的 (wx E N Xx Rx S, Xwe, E 
eH,0), 

C1) HERA A E HLX(A) Æ G- (BS x BCS) 可 测 ， 


(MDE | TriX » Qu ° X* o(ds,dx) < 00, 
RIKS 
mu) X E AH ,G). 

证 明 œ 首先 假设 KEENE OK RX S EWER: 
sup | X cest dD || <= K < co fA H,G- 什 过 在， 则 存在 
ECLH,G)) 中 一 致 有 界 序列 {X) ,使 得 在 SEUHG) 上 有 XX 
-= Kou X P-a,s, 从 而 对 于 这 个 序列 ,我 们 有 

limE f | (X* — X) » QF || v(ds,dz) = 0, 


HIX & AICH,G). 
by Mee X AERECO CIOM O, WAT H 


BRA ERTE Ae RIA 

j X(w,t,r) || = sup | X Cet, d An |] gs 
从 丽 可 得 || Xi EP x 46S) 可 测 的 . 由 于 

lim | Tx X wt TH =O, V (wt D EAR XS, 
因此 , 

lim | Ch yxcqecny X (ets) — X(w,t,4)) QE t i) Ds = 0. 
| 


Ero eX Cay? px) — X(wst,2)} © Ql x | 
= 了 Qilw,t,2) 外 
< Xw) © QE ts) l, 
rr ed HA HE Hl] Mic ak ae FS 
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1 
limE| han — XY Qh lids ,dr) = 0. 


Ait RREH |X| <A UAE RIB] LAK SOR 
数 . HA, bea Ag, ae OD BU H A G PR ETE 30 A oe TG Et H F) 
(Ay yt 张 成 的 x EEE bE CPR Te Æ G BY (gies gad 
张 成 的 x 维 空 间 上 的 正 交 投影 .定义 

A” = Ie X Ti; 
则 对 尾 意 的 ; 1 RATA 


lim || CI,” o X » IE — X) > QE) IB = 0, (3.5) 
| (Ut «XM 一 X) 。 QECA,) NB < 4K? QD IE, 
(3.6) 
和 
SaDa = OEE o. (3.7) 


=] 
由 (3. DLG. 6) RG. D 可 推 得 
lim 》 || Ug ¢ Xe My — X) -Qio lg 
a oF om] 1 
= lim || Q” ~ X) -Qà || 3 = 0, 


以 及 l I 
| CX" 一 X) e OF i <4K? || X > QS || 2. 
bee ey BR He a AF Ke 
limE | | (X* — X) = Qi I vids dz) = 0. (3, 8) 


HHR a) 的 证 明知 HG). h ÆC, G) 的 完备 性 和 3. 8) 
推 得 X C ACH ,G). WEË. 
有 了 上 述 的 准备 工作 ,我 们 就 可 以 定义 下 - 值 对 测度 的 随机 积 
分 . 
7.3.3 定理 B MES tee Rw CM) 一 上 MCAD), 
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= f | esG,zocds,dz), 则 存在 唯一 的 把 ARCH G) 到 G- {EON 
度 的 空间 的 等 距 线 性 映射 ,使 得 = aly carr Cs, FE FA 
E BS),u € S (H,O) 的 象 是 G- AROMA. 

证 明 ”我 们 只 要 验证 映射 


A = DDES ex pas eR. 
I=] 


> | S n fe: M, a Bi 1) AD — MCB; N ADD), 
i=] 


t> 0AE BCS) 
E ELCH ,G)>) 到 G- 值 蔷 测 度 的 空间 的 一 个 等 耻 映 射 . 
AR AR EEE RBR RF X jos j XX Bi 一 1,250 2} BOAR 
A 32 , SATIN FR Ta 


Sup E| Dr Lu MB, PAD 一 M, CB: N Ady] ||" 


AG SNCS) 


= sup E| X} Ir || uM BN AD — M. N AD 1 | 
i= į 


AE SS) 


sup Tr >) (u®(EI, (Ms (B; Q A — M. (B: N A)®]} 


Ae Bs) 


| 


Tm 


一 - > sup ef | Ip Tr udus Tou uds dz) | 
AE SS) Pos IKB DA ,| . 


=E | TEX > Que X*vGds.dz) = | X Il gure 
定理 证 毕 . 
在 定理 7. 3.3 的 映射 下 ,各 ,G)- 值 随机 过 程 忘 的 象 我 们 称 
为 互 关 于 部 测度 OM 的 随机 积分 ,并 记 汶 K.M. 
下 商 讨论 随机 积分 的 一 些 性 质 : 
7.3.4 A 32 Mi2 W- {7 iE RRR CM) =v, 4 MA) 
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一 | | Qu ,ed d,s). 
C1) HX © AICH.G), WI BRPLAR 4} X. M ECG- (IE eR 
度 .并且 当 MEST LX. M ESE. 
(lo mH X,Y € Æ, G,A, B EC BOS) RING 
vy wlds,da) = Tr[X is r) o Oyuls.r) > X* Csyxr) vids, de), 
(3, 9) 


Qs = X o Qy’, (3,10? 


TOK] 
(X. MCA), Y. M(B) ) = [Trx - Qu 7，*]okdsdz)， 

(3.11) 
(X. M(A),Y. M(B) } = [| x o Qu e Y wlds,dx) 


— [| GX) vids,dx) (3.12) 
其 中 ww = X.M}, o = 4M}. 
证 明 ”由 53. 12) SEP OP a. MEG- EZB. 当 M jE 
续 时 ,和 . 邮 连 续 是 显然 的 .因此 《1 ) AE. 
C1) SERA FX F] XK AC HX BOS)RX EC ACH, 
GQ) ,由 随机 积分 的 定义 及 等 距 性 ,我 们 有 


中 
E| I, j Xtt,2)M(dt,dz) | 
tle A 


= E| _ TrLX(t,27) o Quits)” X" (z x) jvídż: dr). 
这 表明 (3. 9) 成立 . 由 X. Mf 的 正 交 性 知 03.11) R, FAS. 11) 
的 右 端 为 可 料 过 程 , 所 以 由 (3. 9) 即 得 (3. 10) WY- 
HAF XE SCS A,G) ,容易 计算 
E| Te| | Xsx) Mdi,dr)) “| 
rs 
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= EI, | Xizy © Qultsz) + X“ Gyxv(de,dzy. (3.13) 
Jar] A 


F X E APCH,G) , WERE Y X ho C ELH, G), Ek 
L? CH,G) 中 的 括 扑 ;XX* Ue ae BI X, BP 


L 
E| | (X* — X) > QF || 2eds,dz) + 0, n— oo. 
R xs 
又 


五 | [| ree 一 Xx) MCs dz) | 
D f X"(s,2)M(ds.dx) | 
RLS 


ZE j | CX" — X) 。 QF || w(ds,dz) 


R sS 
-E | | X" > QE || vids ,dey, (3.14) 
a 
| E | X e Qu ° X*ulds dx) 
R, x5 


-一 E f X” e Qu e CX ods dx) | , 


Ex 


< |E jc — X) > Qu > CX* — X)*vds dz) | 


十 2E 


| X o Üy ° CX" — X)*vds,dx) | 


R x3 


ZE j | CX" 一 X) » QF || weds, dz) 


a xs 


1 4 
+2 £ | | CG" — X) + QE Il ocds dz) | 


R XS 


1 1 
LE | IX. Qi io(ds,dz) |”, (3.15) 


Rys 


所 以 由 53.13) ,3.14》 和 (3. 15) 得 
El za | X isO M ds ,dr)] 2e 
Josj K A 
= lim { £7.) | X°M(dt,dx) 
neoe ]r ix A 


_ | CX" — XIMdt dr) |") 


Ir] XA 
= limEI; | X" o Qu o CX") * v(ds.dx) 
mes Josj A 


= Elp | dds, dz). 《3， 16) 
Jarje A 


因此 ,有 

X.M} = Xo Qu o X*u = ROAMY. 
Hy wth B48 (3.12) 成 立 . WEE. 

类 和 位于 推论 6.4.6 的 证 明 , 有 如 干 性 质 : 

7.3.5 HA 设 邓 是 正 交 的 在 - HAME, vids, dr) 是 
BX 浒 (S) 上 随机 连续 的 非 随机 测度 , 则 必 是 以 uv 为 二 次 变 差 测 
度 的 连续 靳 测度 的 充 要 和 条件 是 对 性 意 的 久 C A,R), 


E| exp (ff xe rT tds, dr) on 


_ [| 1 XCar) | holds, dz)}} = 1. 
FRAKES TRAE HLA. 
ik M EEE Lasin 空间 5 LA B- EZRM, M) 
= r,i = 1,2, ŻE M AM AER BIE. IIT OSs <r, FE F, 
ACH) EX 
cr x jst] x AD 
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= EPMA — MLAD OO CMICAY — MI(A)) isa = 1.2. 


则 e, 可 以 扩张 成 Z x BS) 上 的 H, QH- 值 测度 . 仍 记 此 测度 
为 ww 和 定理 7.2.5 的 证 明 相 同 ,我 位 有 

7.3.6 引 理 WMH v =n + u, MoE Zx 4S) 上 的 
WE, HRE, geu x P. BQ, Æa, Fux rA Radon-Nikodym 
导数 , 则 他 , 是 H, QH- 值 可 料 这 程 . 

7.3.7 YE 如 果 记 Qj{i,i 一 1,29 BS Q; 相对 应 的 
OH, 值 可 料 过 程 , 则 下 列 结 论 成 立 : 

(J) Q.G = 1,2) HE T SOD 中 ， 

C7) |@, ||, m1. e X P-a.s., Gey = 1,2). 

(RoyTrQ,= 1. uM P-a., s. , £= 1-2. 

证 明 OC t > py Radon-Nikodym 定理 直接 可 得 . 和 定理 7. 2.5 
的 证 明 相 似 , 可 得 到 

| | 2.6 pr jyucds,dr) | | < w x PICA), 


VAC PX BS). 
由 此 即 得 结论 (1 ) 和 (下) BLE. | 
7.3.8 引 理 对 任意 的 E Ho RNE 


FS 
i CQ), Fi fy dar |? ae | [CQ.4; 54) 4,» ux a, s.’ C3. 17> 


HEA a, 4+ D HF a, MAREE. 
证 明 UMAN BAPE ELERRW SHAMAN AE 
BEZ, MER rE RM ~ N ii sce. 从 而 有 
Us ow OF X ss] xX AD 
= EJ,{ (2M,CA) — N,CA)) — rM, (A>) — NCA)? 
— FI pi rM, LA) — MCAD — (NAD — NCADP 
— uF x Jst] X AD - @rvunCF X Jst] xX AD 
+e un CF x sst] x AD. 
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如 果 存 在 测度 ,使 得 vw K Bean Ke Bow < ow, Mv iw XK pe. 
op SA pel ur sw Gla ow Ay Fill Ay Cars Cu ow tw A Ue iw eT OB 
密度 , 则 我 们 有 


MeN 一 ou 一 2 N 十 Cans Lia. S. (3.18) 
E E a-n fea. s, IEH . AP C3. 180 2 
(a E Quy. pea. sS. (3.199 


注意 到 CM ADs (i = 1,2) BEM ERO A) JRE 
差 测 度 A (Qu Aa, COM AD, (PADO = (Q,4,,A 4, eB 
(3.19 By HEARS. 17) 成 立 . 

往 证 a G 4 门 RF a 绝对 连续 . 

HAE AX BS) R lA 一 0. 因 为 对 任意 的 产后 H., 
(Quhishin 是 由 as. 正 的 ,所 以 有 TGF = 020-2. s. 由 不 等 
式 (3, 17) 可 推 得 

(a;,(A dh, sh, — |2, (Qh. sh vdsrdry = 0, 

即 e, CA) = 0. GER. 

HFE L CAG) ECA, G) W ACH, G) 的 定义 ,我 
们 可 以 给 出 LY R, GMO ECA CH G), M) 和 ACH: G; MO 的 
EHHA a PPE 

7.3.9 定理 (1) ÆA, G:MO 5 G- (RUM EE] 
> ee TEE A SRR EA E AG, G; MO RBG HR 
WE. iA AX At PR ET M RELA SP. 

CIE) 如 果 对 任意 的 上 全 DT X E AG GiM) W X. M 
ii G- Am. 

CHORE E AH, G; MDY © ACH G; MO FRING 

(X. MCA), Y. M'B)) = [fre - Qu > X* elds,dx, 


1 


Gly. a 一 一 Trix Q -X FY- QY i GJ, a A ; 


ort 


El [i Xr Mds,dr),| | ¥ (e.2)Mi(ds,dz) | 
ow e oJ Ss EF 
— E| | TYG) o QC x) © X* yx) Juds,dz), 
(X. MICA), Y. MiCB)Y = ify > Q, © X*v(ds,dz). 
i+] 


(3. 20) 
(3. 20) RIR: i AG ij X.M GY. M ESSEX. 
证 明 A RU ET A E. 


7.4 独立 增 量 的 H- EHE 


7.41 定义 MEEF,- ENA H- (BORE. 

C1) WEERA sM, — M, Hons +, 独立 , 则 
称 M oy yaa te E. 

Ci) POMC) X dr) 40}) > 0, RE tS Oe M w 
固定 不 连续 点 ， 

7.4.2 定理 假设 让 是 强 正 交 的 蒜 测 度 ,并且 其 踏 测度 的 
可 料 对 偶 投 影 存 在 ,由 对 是 独立 增 量 的 充 要 条 件 是 其 可 料 特 征 有 
一 个 非 随 机 的 版 本 心 ,2)， 

证 明 “必要 性 ” 根 设 邓 是 独立 增 量 , 由 假设 知 对 的 蹲 测 度 
是 Poisson 随机 测度 , 失 而 其 可 料 对 偶 授 影 训 有 非 随机 的 版 本 , E 
fiato 是 是 的 一 个 基 , 则 对 任意 的 nn > La MAD, 是 实 值 独立 增 
ft AE RE ATT CCMA? = Goo JERR. 又 对 任意 的 i 了 守 1， 
CM hi) + (MA; 是 独立 增 量 的 实 值 蒜 测度 ,由 

(Mh + (MAp) = gau + gut + ae + ay” 
BO HRS PEE. BNA av SE at HL aS Wits = Qa = Cav JF RE +L. 

充分 性 ”人 很 设 5 一 《at 和 有 非 随 机 , 风 4at3》 非 随机 ,其 中 2 
E M py Se Bh BF Ab). 要 证 M 是 独立 增 景 :我 们 只 要 证 明 对 于 

are 


SECS) 中 两 两 互 不 相交 的 集 Arty An A == CM CA pe MCAD) 
是 H- (thie. 因为 M EREA, Ape MOA) -3 
MCAD G Æ pD RAAR PRR SS. i AAA a A X A ACAD 的 


跳 测 度 的 可 料 对 侦 投 影 , 则 有 4 一 DA OX) = Cand san 非 随 


机 ,其 中 必 = (M (ADG << n)a, = OG A j), RH ESE 1. 4. 18 
A X FE H- (Ee a RR. HE 

7.4.3 定理 EMBER ERS Mee 
Ft 32 oh EE CM ) 非 随机 . 

证 明 的 思想 方法 与 定理 7.4.2 相同 oS AHE H. 

注 ”在 这 个 定理 中 ,我 们 并 不 要 求 Milt} X dr) = Mdr) 
— M. (dz) Æ H- 值 随机 测度 . 

7.4.4 FR ES = lasag, aa} 8 geet e" 是 相互 下 区 


的 H- 值 平方 可 积 园 . 令 MCA) 一 Smid, CAD Y M 是 独立 增 量 
Sh ll FE Hs FE REAR EY Grn yee ye) E H- 值 独立 增 量 的 靳 . 


7.5 H- 值 巩 测 度 的 表示 定理 


本 节 要 研究 单个 鞠 测 度 的 积分 表示 定理 以 及 两 个 相互 弱 正 区 
测度 的 相互 表示 定理 . 

7.6.1 JR 设 名 是 在 到 自身 所 有 本 算 子 的 集合 ;并 在 
EER- RAH Fh (Aah 是 开 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 存在 从 
SY HN 上 对 称 核 算 子 集 } 到 Cen 的 可 测 映射 ,使 得 对 任意 的 
6 E SICH) ,在 {hw 下 后 (9) 。o oF' (to) Set A. 

证 明 为 了 方便 ; 只 就 对 称 正 的 紧 算 学 情形 给 出 证 明 . 设 
CUR) WH Eth EHR TE. $ 

Ata“) = sup 《ECZD 9] ue €H), 


ll = Il = 


ord 


则 A, FE CH EASI ARTEZ A JFE. A GO 是 xz 的 最 大 特征 值 . 
an FR A, (a) 天 0, 由 Riesz 定理 知 w 相 对 于 (x) 的 特征 子 空间 是 有 
限 维 的 .定妆 
= {aryu © SCH), || az ll = 1, 
Ff A A, Ce) FH Orul) =A Ce) Zz}, 

则 Be x H PAR IA A GO Æ 0 f u BORA 
的 竖 子 集 . EE E SE A C) Oe SS EB H pA A 
线性 映射 eta . 1 MT A, Ce E O BY ee Cee, Ged) © B,. oy Ee A, Ce) 
= 0, We eta) = 0. Albee, 是 符 ( 酝 :上 的 有 界线 性 算 子 ， 


令 
À Cu) = Sup fur? a ue (CA), 
2 Slaw |e) Ca ` 
HAGO JE E) kA RERE A. EX 


= finu E EHD, hel = 1,3 H x | efu), A u) 
Æ Üsul r) = Aude}, 
按照 ESA REMOTE. TAT A ae B, ARA elu), HR AC) 
= 0, yE ielu) = Ù. 
SORE EG FE, FEES BFA A Gd har 和 le, @ bois A 
Riesz 定理 知 Ace) BI FRAT OFFER 


ux) = DADE, EH Ye Cm). 


下 面 我 们 分 三 种 情况 加 以 讨论 . 
1° Pe Bale Gols Am ABORT x 所 组 成 的 集合 
,并 假设 此 集 在 CUD 中 有 界 . 假设 H 是 无 有限 维 的 , 则 我 们 有 


r= Sew de, VrEH, EE 
m= | 
FEIN PPL FP E 
Fide, lad) = Aas no 1s 
pii i Cut} 是 西 算 子 , 并 且 
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下 信和》 
BUE {haies bP Ge ow o F'G FER TELE. 

2° AEE MERR e MRA AES. 对 zx COLE 
FE IE SER NGO, {pR n > NGD Ute, Ce)? = 0,804 n DS Nie) 
时 Ae) = 0, & 

pla = - D ae ede), rEH, EE, 


Mj n < N Go 时 ,我 们 有 

EnH) — pe, RE = eku). 
fl ih, — Pha) haysi Pate, GO} cw FARM 0K Ate. 然后 对 
fe Cert sna (ae a | PCA, — ph): SEFF Herimite 
EZE. nj APE eR Ale. Gohan 由 假设 我 们 有 

u En LHI) = A, Cede, Cie), ns Nw) 

ule Cm) = O, n> Nw). 
在 这 种 情 癌 下 , 同 1* -EES FGO, OI FG ou F'G) 在 
Aha FERAE EE. 

3° 3 ea A TRS ag, Ce) A Oe = 1, foie, Ge} fas) APU AP 的 
基 . H AL Fl fe, be 变 错 排列 ,然后 同 2° 一 样 进行 正 交 化 ， 
我 们 即 可 得 到 在 这 种 情况 下 ,; 引 理 也 成 了 并. 证 毕 . 

7.5.2 定理 ik (A). 是 互 的 一 组 标准 正 变 其 , 邓 E H- 
{Hf EZ Bh) BE, CUM) = v, 《MY = Que. 如 果 对 任意 的 上 一 0， 
Ev(Lo.t] X SY <oo, 则 存在 一 个 吾 - (AE Ze RR EN 及 SOO. 
值 随 机 过 程 p, E1 Olio E ARCA, ADM — oN. HING? 
= Qu. V, 其 中 Oy FEAL PE EE. 

证 明 ” 设 下 基 引 理 7.5.1 Pay BBR. TAA QQ dee Se CP) - 
值 可 料 过 程 , 所 以 我 们 可 以 定义 名 ro- 值 可 料 过 程 系 一 工 (Go 由 
E Y BW: SE BH wss E O & RX SFO Cess a) e 
Qul) °F" (Qylw.s,a2)> TERA), PERT AE PAO OX 

ofa 


a Qla > At J = Dre)ay. 三 此 ,我 们 有 
E| | Trex © Qu o bcds,dz) 


<= Evon] x SY ooo, Yri>o. (5.1) 
由 性 质 7. 3.2 OTS Xl yo. © ARCH, HW). &N = X. M, 则 由 (3. 10) 
Ay Ai ay = K o Que XK" TE (Pea bases TEX AJE. 这 表明 (CN AD 与 
CN AG Æ D JER. TAA Qu = X* e Qy. X, AC. 9) 可 得 

NY = Trl X -Que X* Je 

= Tr[X °-X* «Que XX’ lu =v, 
(5.1) FEA X'S yo. E ARCH. ADV t > 0. PRU, mM RRMS y 
一 X*, Mtl] y Re ee Bay SK. EB. 

7.5.3 定理 EM AM 4) By Age ME Lusin 空间 5S 上 的 
H- (OR RE C- 人 车 测度 , CM) 一 上 ,i = 1.2, 并 且 对 任意 的 上 
> 0, Ey ([0,] X S)<coGi= 1,2). MEERA g CGC. 
测度 Ci ,g) AT ey Ba BER COM ADA A) EAHA 
E, T ERE HLR de EHER t > Ohion E AL CHG), 
FH M = g, M'. 

UE BH ith. bai ce H 的 一 个 标准 正 交 基 , 下 和 引 [ 理 7. 5. 1 中 
WA. EA Z a- E EHTE X = FQ HAA N = X. M'A 
理 ?7.5.2 的 征明 相同 ,我 们 知道 入 是 五 - EAE, AX oun 
E ACH,H),Y >03 HM = X>. N. BH M hb) € H) A 
(CNR h E H) RAR REEFS AEE g E G, ATR 
Ele Np E ASR, EO) 张 成 的 线性 拓扑 空间 上 , COM?,g》 有 王 交 
4) i BR N" = CN hadot = ON"). El gee EG BP ELIE 
交 基 , 则 由 恨 设 我 们 有 


(MgO 一 5 
k= 1 
并 且 对 任意 的 上 > 0， 
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oo >> En ([0,t] X 5) = E || MECS) ||? 


= E 2 MRS), gy 


t= ] 


= 2 DJE | f f patse Ncds,dr) | 
一 > SEI |, gs, TI cds dz). (5. 3) 
WRS 
gwt r) Ch) == Sol Sigalot) Casha) | Bas 
n=] a1 


Wigtiw,t,x2) BY ce SC det 
P pwt) C lh; 
FF a5. 3) 可 推 得 


gc |] SI (QH) E Ch ADA} = QR), P-a, 5. 


#=1 kw 4 


Ms 


32 la [PC A? i oo}, 


因为 | po QE = SAR. D 表明 PW a E CHG), £ 
> 0. SIRS y= Ge XM Placer E Al CHG), (5. 2) 可 推 得 


ME == >) M28, = >| SD ae. CN AL) |g, 
x= i n=] 点 二 11 
= g N = pM, 

定理 证 毕 . 

7.5.4 5 | 理 WAC +} CHL),B E dH Od. FF 
Ay, 1,.0 8,51. 如 果 是 六 算 于 

Ata) = { [exp (cs — wA tdas) A, woo, 
囊 kp u a 0, BACU) ASA (uJ AF A Hilbert-Schmidt 算 子 ,并 且 

| BAGOA? ised —e || Bi,. WueDbo 


ore 


证 明 ”因为 

Pl. | all, (5. 4) 
BRL & E Hilbert-Schmidt AS. WH Ata) A A H 6 AYE OT a 
BAG) A BAC) Az H Hilbert -Schmidt 算 子 . 


{kalara E A HJ -AE e E E o E, A h E A AE 
征 值 序列 , 即 AA, = AA 1 我 们 有 


Ah = Sy hi Nh Wh © Ab. (5.5) 
对 任意 的 n= 1, 我 们 有 
| BAC Ata, Fe = | Bl [expt — aA? }ds] atn | 
= a g| [eoetas} a, 
_ ran _ eo? | Bh, ||? (5. 6) 
AW HM RA 
ta eA ins” < Agee. (5.7) 


BA 44 所 1, 所 以 对 任意 的 nn 宇 1,0 A IA 
(5,6) FCS. 7) 可 得 


| BA(u) Ath, |? Ladi —e“*) || BA, || *. (5. 8) 
Bae C5. AD FR TAT 


| BAC AP ||? - >) 上 | BADATZA, ||? 


< ui ee ") S || BAL |? 
Cale ii Bissau —e DEB Ha. 
7.5.5 BB i 设 4 和 BB 满 足 引 理 7.5.4 中 的 条 件 . Ric 


ofa 


ig, Al if, E Wy ta 46 3 OF. ull 对 任意 的 “= OA Ce) COE as, 
— AANE E 4 ONDA 
Tr _ BAC) 2T n, — AACH))B*}™> 0. (5.9) 


TRE Aas FE A, OY PERERA 是 单调 下 降 的 正 数 列 . 如 
it Ak, 一 AnA » Ill! 


limT7[BA(«) Ia, — AA GDB] = 全 || BAt ATA, || ?. 


n=] 


(5.10) 

这 里 的 极限 是 在 六 | 二 [0,2] 中 取 的 . 

证 明 HAWE Sl, 

AGDA, = rae —e yh, (5.11) 
ime 

[27a, — AAC) Jha = O +e hh, Via Bl. (5.12) 

Bii ig. ho 是 下 ;的 标准 正和 区 其, 则 对 任意 的 户 关 1 我们 有 有 

Big, = Slath, + up, (5.13) 


Heft ST Cat)? < 00 u, E kerA. BHR a, 45h, (n> 1) ER. Hib i 
们 有 

Cla, — AAG Bg, — Slat beh, + Bey 
和 和 

AWDL nu, — AA Cn) |B’ sg, = > rae —e yh. (5.14) 


x= 1 


AR SEE p De 1, 由 (5.13) ACS. 14> 可 推 得 


no F 
AGLI, 一 AAG) JB gp B g = D a en, 
n=] 


org 


由 此 可 推 得 


TrBA@)(2Iy, — AACu)JB* = 5 > Cae) g ey) 


fer A, 
(5.15) 
ED (5.9) 成 立 . 
另 一 方面 ,对 任意 的 #2 = l, 
| BAt ATA, || è = = Il Baa I? : (5.16) 
然而 , (5. 13) 可 推 得 
| Bhu |? = Y Bang) = >) (h..B" ge) = Dy, 
05.16), ROE 
1 $ “ =n fat z 
DNBA' Ata, t= D Se 5) 2 
m] t=} pew] pel am] 
(5. 17) 


(5.15) #65. 17) SAED By EIB CS. 10 成立. 证 毕 . 
7.5.6 注 ”在 引 理 7.5.5 中 ,如果 假 设 妇 和 BB 满足 条 忻 


> | BA+ Ath, ||? < 00, 


则 BAT TAER A? MRL. PRIME Ow BA’. A 
i, BAt At 是 Hilbert-Schmidt 算 子 ,并 忆 


| BAt A? ||} = 5) | BAT Aza, |]? 


t j 


HEE :把 (Pea aI 扩充 成 H, 的 一 组 基 fe， bg Se oe 为 
ker(A) 的 正 交 系 , 则 我 们 有 


S BAt Ate, 一 Ñ | BAY Ath, < co。 
n=} n=l 


所 以 BA+ A3 By LL Hed BRC’ H 8 H, 的 Hitbert-Schmidt 算 子 . 从 
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而 B47 可 以 延 拓 到 AP 的 值 域 上 ， 
7.5.7 5 于 假设 4 总 满足 引 理 7.5.4 中 的 条 件 .如果 上 妈 
#0 B48 BAt A? 是 Hilbert-Schmidt HF, W FAIA RRT: 
CIO| BTAGO — A*JAF |: || BA? At |Y u © Ra; 
CI) lim | BTA) — At JA? ||: = 0. 
证 BH 注意 到 对 任意 的 xz > o, BLAGO 一 Atja? 是 
Hilbert-Schmid: AF. H 


| BLA) 一 At At ||? => | BLAGe) 一 A+ AFR, || 7. 
由 C5.11) ,我 们 有 

(Ate) — AtIAta, = le "ih, (5. 18) 

a, 

因此 ， 

j BEAG 一 at jaye 一 D3 dey Ba 5.199 
对 任意 的 xz S 0,65. 16) ne 

ete | Bh l| < È BAW t= BAT Ath il? C5.20) 


(5.19) FICS. 20) 可 推 得 

| BLAG@) 一 At JA? 3 < || BA* A? |j}. 
由 55. 20) 可 知 了 Le ME l BA, IP RT ue A — Bee OE, A T 
CS. 193 

lim | BEA) 一 At AT ||? - 5] lim qei | Bh, | 2 = 0. 
证 毕 . 7 

下 面 的 定理 是 我 们 这 一 节 的 主要 结果 , 它 研 究 了 两 个 相互 弱 
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Ep Hilbert 空间 值 著 测度 之 间 的 关系 . 

7.5.8 定理 设 训 是 定义 在 Lusin 空间 5 上 的 五 - 值 蒜 测 
BE, (CM > = u,,i = 1,2. = vo, + u OS M A OM? EHE 
对 和 任意 的 三 0,EocLoz] xs)<eceocoy 则 存在 唯一 的 可 和 料 过 程 mw 使 
得 对 性 意 的 + 六 0.90 € Æ, HA?) ME = M — oe ME 
H- {AE 36 BRM IF A Ad? 5 OM? 正 变 . 

进一步 地 ,对 uv x P-a. s. Cent t) Cx RIX Solo, r) E 
GQ. (@,t,2) + Qiu, t,x) FE QE (w.t.0) 的 值 域 上 的 延 拓 . 

HERA a 对 任意 的 (oz) E RXR XSG 

Blaytw,rt, ,xr} = (| expt cs — mQ Cwta ds | wt Tr}, 

Yu Oo, 

YGD = Qa ° Bw). Wil ay S| EE 7.5. 4 BY Ge) 是 sA d, H- 值 过 
程 . FST) 与 Hi 的 ,Hs WS GW) QM, 同 构 ， 
所 以 SS, CA.) 和 S.C, A) 是 可 分 的 距离 空间 . 又 SCD 是 
A CH) AS M Y GO Fe St OCD Xx S| CH.) S| CH) 
Ay By PRY. Hy Qa AQ. BS X BCS) 可 测 可 知 Ytw) 也 是 F 
x BCS) EN. 

对 任意 的 上 > 0, 由 引 理 7?,5.4;, 我 们 有 


z| | | YC) Cs QZ cs, x) | feds dz) 


Lul — cE |. | Qals r) |] tds dx? 
Lu — e Ev((0.e] X S). 

由 性 质 7.3.2 及 定理 7.3.9 AJA YGD € ARCH, H, M). 
b) 对 任意 的 z > Osu > 0, 由 a) 的 证 明知 积分 | | 了 ca) G2) 


+ Me (ds dx) 存在 .对 任意 的 4 SCS), eH 7.3.9 可 推 得 
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| 


MICA) 一 f | vceots, cas,dr) | 
t H, 
E| MICA) i 一 2E| MICA) ,| | ce cs,2) 


. M? (ds, dx] „+E | | | Ye G2 Meds ded | 
= E || MICA) Wh, | 


|| 


— 28 | TAY Cs rQ Cs TY jodds,dx) 


十 E| | TEY) Csr) lsr T adr) DCds dx). 

A HE 
oo > E | MA DS 

p- E| | .TrtY (26). — 人 d C2) Jetds da) 

~ E| | TY aoa — QoY* aD leds dx) 

— E| | TrlQ. Bw) CQA — QnB* QOQI vds dz) 

= E| | Trl Qn BCÒ In, ~ QnBU Qh vds dx). 
由 Faton 引 理 种 引 理 7. 5.5, 我 们 有 


Eff, mT ri Qa Bu) (22g, — QuBaA elds dr) 
S E || MELAD |b < o. 
从 而 可 得 
limT +! OQ Bm) C2i x, — Gos Cm IE jucds a < Oo 和 


(5. 219 


vx P-a. s. 
H 7.5.6 可 知 : 3} © &K P-a.s. Cwt, o) € 2x RX S, 


Qn (ost QA Cwt r) 可 以 延 拓 到 QZ Cosor) RHEE ee 
FEH potr). Wl pwt cQE (w,e,2) 是 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 
并 再 由 引 理 ?. 5.5, RNA 
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limTr|Q,,B Cte) Cain, 一 0.802 | 
= || FQ |, px P-a. s, (5. 22) 
RÆ o x P SHRM Fp Qh E Z Xx BS) 可 测 . G. 21) 和 
(5. 22) wy TE 


t i 
El | | p Q3 || vids, dz) < œ, Yeo, AE BS), 


这 表明 gro € AH, H; Me). 

c) 因为 QaQZQŻ v X P-a. s. 4 Hilbert-Schmidt HF, B| H 
7. 5. 7 可 得 

| Qn (Bor) — RDQ ES IQQ 2 Vn S 1, 

lim }} Qa (Bin) — Q5Q8 |. = 0. 
因此 由 Lebesgue It Smt cE FE A bo 的 证 明知 Qaid gorl 是 序列 
(Qa B Clu gongt 在 ES. ALM) ob AR RB OO F 
(Qe BOT youn bee COACH Hi MO BPD Qa QDI you) E AZM 
H; My. 

d) 9 就 是 我 们 所 要 找 的 过 程 . 令 了 一季 — gp MW M E 
H- eR h M A M BEZA M eR. 由 定理 
7.3. 9, 对 任意 的 4.B € BS. RNA 

MCA), M(B) Y 


= (MA), M(B) — | | os,0)M%ds,dz>} 
_. ff Q., Cs dulde, dx) 
Oo. ANB 
— f] Ps Ts x jutds dx) 
Of AB 


本 [| re {s s aah. — Gł- Cs oO G rzs, x) lutds sdz). 


(5. 23) 
引 理 7.3.8 推 得 
264 


Qn = D => Qh =0, vX Pas, WAC A. 
Ares 

Qa T Qn OE, = 0, v x P-a.s. 《5. 24) 
(5. 23) 和 (5,. 24) 表明 M 和 M 正 交 . GE EB. 
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随机 过 程 的 极限 定理 是 近 py 自 1956 年 
Yu. V. Prokhorov 和 A. V. Skorokhod 发 表 了 他 们 的 著名 论文 后 ， 


随机 过 程 的 极限 定理 得 到 了 飞速 发 展 . 本 世纪 70 年 代 和 BO 年 代 ， 


由 于 半 拷 理论 和 随机 分 析 的 兴起 , 始 这 一 理论 注入 了 志 新 的 内 容 


和 研究 方法 . 这 一 时 期 的 成 果 已 总 销 在 由 J. Jacod fl A. N. 


Skiryaew i+ ¥ FJ {Limit 
(1987) —# P. 


Theorems for Stochastic Processes 3 


[41.49.45 |. 


行 了 比较 系统 的 古 究 . 这 就 是 本 章 要 研究 的 
主要 内 容 . 率 章 主要 取材 于 


1986 年 J.B. Walsh 在 研究 随机 偷 往 分 方程 时 提出 了 击 副 诬 
-问题 进 


的 概念 ,并 研究 其 基本 性 质 . 因为 揣测 座 既 有 拷 的 性 质 , 义 有 随机 
出 诺 的 性 质 , 如 何 讨论 扫 油 度 的 极限 定理 县 自然 要 提出 的 问题 . 本 


书 作 者 对 这 


$1 定义 和 基本 性 质 


在 本 章 中 ,对 任意 的 二 至 1, 我们 考虑 带 靖 的 概率 至 间 入 


= (9 ,F°,957,P, EPR... RAL REE”. 用 五 "表示 
RT M BCP PR LR EY tr Ta “ne” LE 
RLS. BRU BEL « 都 是 定 文 在 WR AR BERG. 

设 呈 是 具有 可 数 基 的 局 部 紧 的 Hansdorff 空间 . CS) BS E 
的 Borel c- bh, 2’, (8) Al 77,068) Sl Aa SCS) 上 有 限 测 度 利 
Radon 测度 所 生成 的 线性 空间 . 

8.1.1 定义 i2 M'A MEWE. 

C1) 如果 对 任意 的 也 CGR, X SBA 


[| xc ro ¢ds,da} > NES wvoMids,dzr), C1. 13 
称 MHS) BUCO Mei M SS M. 

(2) wee aA E CeCR, xS, d. D ROA. EM (40 FF 
MULE M iY M> M. 

FH RE SC HY GEH, BE TA 9 WE EBT A a S SO 
‘Lal BE ade oe CGE M D. H. Thang[371) 的 有 机 结合 . 

以 下 我 们 假设 M fee MEO, FP) 上 土 的 观测 度 . 

8.1.2 定理 ws = {ety pile y 77" eda} sm yess a m Bl ma! yee, 


i=} 
of 
FR an so? sm) 一 Corl nu smn”) „H 
È - 
sup > El sup [ám |] coo, WN > oO, 1.2) 
亚 r=] iz, 
则 Me M, BE MCA) = Dl mið, CA). 
=] 


证 明 Gte 4 7a MA OM ES AE E.R RTE 
S LEART WS BARS a 4p Sela. HA Ct. 2). Gn ae, 


m™) > Cm", +m), BRE 4. 4. 18 SIL Gn, aa 具有 性 
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i UT, 并 有 旦 对 任意 的 了 和 CRX S), 


CF Cs) amal ee ym™) -二 CEC pe) smn pean sr, i= A, 


再 由 定理 4. 4. 11 
À ， E . 
>) | rc,aodmz => Do | Fes ai dmi y FE CeCh,&X SD. 


因此 ,我 们 有 M ES. 


8.13 定理 Re Me BE AS- fA EAR HALE om 
和 m Se BR] FR. 令 


Mrc A) = WAC MCA) = | Ta ydrm,,Y A E BS). 
MR Cu" mr) o> (xm), FFA 

supE"| sup | Am? || < OO, YN >D, (1. 39) 
w Age > M. 

证 明 HERH S E CRX DS AAS ARAR, AF 
— HE SE. 由 C" 2") Cuz mt) + 刚 | 

CF C+ yu") sm") > Cf C+) m). 
Hf (1.3) 及 定理 4.4.18 irh RAHM WT, 从 而 由 定理 
4.4.13 BHR [Fs ,wr dont =~ | f(s ,udden, » BD 


[i eeM cdsa > | | 7.2) (ds.dz). 


Be Mt -> M EHE. 
注 ”定理 8.1.2 对 拷 测 度 序列 的 依 分 布 弱 收 敛 仍 然 成 立 . 但 
一 般 情 况 下 ,定理 8.1.3 XARA E FE A Ra a RAR E 
印 为 玉 ,XS 上 的 有 界 连 续 函 数 未 必 是 一 臻 连续 的 . 
直面 我 们 来 研究 裔 测度 序列 收 敏 性 的 等 价 合 题 . 
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8.1.4 定理 R M AMERRE ME Ca) = 0", 
(M> = v, (Kaha ES M I BLK, CR in SE 
P Kn 是 天 ,i 的 内 部 . 如果 对 充分 大 的 S AT, 

lim limps, T] x (SKD > e}) = 0, We>o, 


(1.4) 

则 a SM ay OR AR RX 5 上 的 任 一 有 界 一 致 连续 函数 
f, 

[| Aem dsda) =~ [| Fe Mdsdr). 8) 


证 明 我 和 们 只 要 证 明 充 分 性 . 因为 K, CK, C -= ŒS HJ E oe 
列 , 并 且 K, C K'a BREE RRR $ > 1. FEER AR g TE TF 
lai <1,3¢8 

1.2 € [0,8] X Ky, 

Bie) = Jon E (lo. +1] X Kanye 
对 任意 的 了 EC 人 RTX S, e fi = fp W AER XS ERRE 
eH SAGES ee. MS SE ES. BIR. D 我 们 
有 :对 任意 的 点 之 1， 


| faGs Mds,dz) | | fc Mds,dr). 
对 尾音 的 NN > 0,8 > 0,8 > 0 由 Lenglart 不 等 式 可 得 
[| res,z) 一 [Ta Cds dx) 


>e] 


pef sup 
=H 


< +r] | {Eres,z) 一 fils.x) Pu (ds.dx) > 8) 
+ | 


<É + PEN, N +1] x Ki) > 68). G1. 6) 


P(sup|] [Ere sx) — 站 Cg) |MCds,dzx)j > e| 


i= N 


<Å + PWIN.N +1] KD > od), (1.7) 


£83 


其 中 < 一 | .二 为 可 积 , 所 以 由 (1.7) 可 推 得 
| {fiG Mds dx) -> | | £¢s,2)Mds,dz) „Š _ oo, 


(1. 8) 
HR. 4, C1. 6) 可 推 得 


lim limsupP"| sub 
fee oo H n a 


[i Aa 一 fls o JAM Cds, dx) | > e) 
一 0, Ci. 9) 
WAG. D AIC]. 9) ,我 们 有 


| Fis ci M" ids, dz? Za I] fits, 2) Mids ,dr). 
tl S ols 


因为 了 是 任意 的 ,所 以 M “> M. 证 毕 . 
在 定理 8. 1.3 4. Bj Ct 一 nh, 一 《假设 对 充分 天 
W S <i T supE(C}R 一 CE) < ce， 


lim limsupP"*( iz © Kis > Tp =0, 
hoes or 


加 


Te 

Ff AF RIC? — Cih 一 致 可 积 , 则 MM 一 > M, 

FE + ARR RIBS S 一 了 充分 大 时 ， 

lim limsup£"{ (CP — CIH wer usi = 0. (1.10) 
因此 对 任意 :六 .0， 

Pris, T] x KD >e} 
y 

= Pr [Ta amac: > e| 

= PY hire Ke seer (CT — Ce) >E} 

< LETC} — Ce rer asd. 
fe HO. 10) ;我们 有 

lim lim supP"(e"([S,T ] x Aid = ©) = 0. 


从 而 由 定理 8.1.4 STM M, 
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$1.5 定理 KM A M Af Ja Heej PI IE SE RR, 
(Mr) == ,MY = w. 


C1) REH S POE Ra A, 
lim limsupP" Cr LONI X K) >a) = 0, Y N>O. QUID 


Ff BERNA TRAX S 的 紧 子 集 内 的 两 两 互 不 相交 的 小 连 
rie 8 1 A, 本 


ff Fa Cs „z3 M" tds sir), || Ta, Cs 0M" Cds,dr)| ~*~, 

os ols 

( [fra nM Cds .de) [I DMs). 1.129. 
n bj S 

my M> M. 


Ch) BEM > M, lAn} na BARRED o EEEF ELR 


是 

linmProf yy > =o, Ye> Oo. 41.139 
on FR 

lim limsupP’(u"(A,,) = E) = O, Ye> a, C1. 14) 


ist R, x 5 的 任 一 含 于 紧 集 内 的 v- BAS ARA 
. cep 

| | Cs, roA cds, dr) —~ | faG a Mds de). (1.15) 

证 明 CED) ORF CCR, XS) WEE RX 5 的 一 个 紧 
TEK, iK DsuppC/).3f HuK) = 0, P-a. s. , Ħ P supp 
WF AS SZ aR. oy RER RA, PW ie cf <b, ERR m a 
1 ,存在 [2 已] pj- P+} 4} Ha =a, Say a, = bE a, — fy --] 
一 二 ,i 你, 并 且 

CHED Fi} 5S a) 1] KJ = 0, P-as, 
?Oo 1,2," È, 
A> A = {Graa K Gr) <a) N Kei = 1,2, ek MA, 
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yA} 两 两 互 不 相 变 ,并 且 uCaA,) = 0, P-a,s. 所 以 对 {Ate ; 
Ar G 12) Ri Sal 一 Sails Gr) CL. 12) 我 们 有 


[| ,YM (ds dry > | [feG nMds,dr). (1.18) 


注意 到 上 了 一 fail <b Lenglart 不 等 式 , 对 任意 的 NN 之 0， 
e> OMS > 0, 我 们 有 


al sup if ELETE? ia fass 2)]M" (ds da) | > e| 
EN Ga S 
<Â + PON] X K) > dm*), 1.17) 
Pl sup fi C Ess) — falss) Mids, de) > e] 
te Ou F 


<= 三 + Plo, N] x K) => ôm’). (1. 18) 
HEIRE e> 0,0 > 0 的 任意 性 ; (1. 18) 可 推 得 
lim P| sup if. | [Fs — 了。 (s 2) JMCds der) | > e) 


= 0, WN > oO. 
因此 ,我 们 有 


| falss Mids, dax) = | | fess) Mds,dr). (1. 39) 
由 假设 51L. 11)， i 17) 可 推 得 
lim limsupP”] sup p jf. FCs, x) — £05.20) [AM Cds, dr) > È 


—-> | (1. 20) 
Hy (1. 16).€1.19) 和 (1. 20) F] HENS 


| Fe „o Af cds, dr) | fo, Ms dx). 


vee’ 
Bf At ——+ M. 
292 


Cl) RAZR, xs øR TE, VOA) = 0, P-a.s. , FHA 
CK  APK AR X55 的 紧 子 集 . 因为 $S 着 局 部 紧 的 ,所 以 我 们 可 
以 假设 克己 AK. HRI eA R X 5 的 紧 子 集 ,; 因 此 ,对 任意 的 
m i, FFE OA 中 的 点 x? 于 及 正 数列 0 <r, 4 0,8 ad 
CUS Cr? rn) ;其 中 Str,r) 表示 以 工 鸭 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 . 
令 

Es = KN\(A U Ufas (tar or) m 1, 

G, = KN\LCK\A) U Ul SG? rn) jm = l. 

则 En 7G, SARIS IFA En N Ga = .因为 M say 
Bh RF ADL o 是 取 SB, X BCS) 上 Radon 测度 值 的 随机 变量 . 从 
而 我 们 可 以 取 到 rn E OE 一 0, F-a. s. ,因此 存在 丽 数 Soe E 
Cx (下 Xx) ,使 得 ! 


f ) l, z E Gurs 
nt) = Ü, rE En. 


因为 M -> M, 所 以 我 们 有 
[| Falso AM (ds pda) * ff faissa Mids dz), 
ous Oat aF 


An coo, (1,21) 
注意 到 在 En J Cyn 上 ， FERETE D. — fals, x)| = 0, ee 门 Gs, Ey 
| fin Css) — Falser) | = 1, Fed 


Prj sup | [Fals r) — fals) JM ids, dz) | = e] 
eN ov S 


<$ H PUE N G > 8) 


<24PVENE) >, YN>0,s>0,8>0. 


(1.22) 
Hætta. 13) 和 (1. 14) 可 推 得 | 
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lim limsupP”{ sup ff [i, — J, JAM (ds dad | = s] 

HF na rp Ce i i ov 5 
=0, YWer>d. (1. 23) 
国 为 N En ‘TG. = aA, 


limsup P| sup f f Er (s,x) — fatis t) Mids, dr) | => e] 
T — ca i a 
£ e + limsupP (eck, ff) Gp 8), YeD, 


所 以 

[| fis eM ds dz) < [| fac ,TIMds dæ). (1. 24) 
(1. 21), (1. 23) 和 (1. 24) EJ HER 

| [ PaGsz?aocdsdz) E> | 24.29 Meds dard. 

证 毕 . 

8.1.6 推论 设 邓 和 好 都 是 独立 增 量 的 局 部 可 积 的 正 交 
PARE, M BESE IPH C1. IDG. 13》 和 (1. 14) 成 立 , 则 Me > M 
的 充 权 条 件 是 对 全 一 包含 在 RL X SHR TAA o HERA, 
(1.15) Bar. 

证 明 pF EF 8.1. 5, FE EAA. 12> 成 让. 

{Ee te (AG) ce 是 包含 在 R, S 的 某 一 紧 子 集 内 的 两 两 互 不 相 
Ze AY v- JESS), RISC. 15) Bae, BET 


Xa in 1, ($,2)M"(ds dx) 
ows F 


a” ‘ - 
{I In (s.2M(ds,dx) AX',1<i<k. 1.25) 
GAF 


因为 M 是 连续 的 独立 增 量 的 正 交 蒜 测 度 , 所 以 区 二 (YX ) 

是 各 分 量 相 互 独 立 的 型 - 值 平方 可 积 著 . 从 而 互 的 分 布 由 其 各 个 

分 量 揭 分 布 唯一 确定 . (1. 25) HERA X ha a i kD EER 

Bi EX" = CX", K he ER IR. OY FEL A} 的 一 个 极 
aod 


限 点 , 则 由 著名 的 Skorokhod E M A TE X" he 的 一 个 子 序 列 
使 得 按 Skorokhod fth, X>% —— Y P-a. s, (B XS -+ X, 


P-a. s. ,由 和 "的 独立 增 量 性 即 得 se 人 (7) = CX). eX? > XB 
(1.12) Siar. HE}. 

对 于 可 积 款 测度 ,我 们 有 如 下 的 结论 . 

8.1.7 定理 i M A! Mien EA Be eM 
=u tM) = ov. 

C1) 假设 

lim lumsupP"(w"¢{L0,N | x 89) => ad =— 0, VN > O0, c1. 26) 
SHEL Ry x S 的 任意 两 两 互 不 相交 的 v- ERRA A A}, 


G.12) 成 立 , 则 M 2S M. 


CI ) 设 M" MEAL. 137 和 (1.147 Bee. MT R S BY 
人 性 一 vw PERE 4 都 有 (1. 15) 成 立 . 

证 明 OO RE BE 8.1.5 的 证 法 基本 相同 , 故 略 去 . 

类 似 于 推论 8. 1.6, 我 们 也 有 定理 8.1.7 的 推论 . 

8.1.8 推论 i M E MH EII Ep E e a 


AR My Sf AC. 20L d. Ip AA. 14) 成立, 则 MM" 了 > M 的 充 
ee (PEE RT RX 5 的 和 任 一 入 经 集 甩 ,(1.15) Be. 


8.2 F- SEF R- RBH 


半 挝 的 极限 定理 是 利用 其 可 料 特征 的 极 根 行为 来 刻 划 的 ,在 
6. 6 中 ,我 们 讨论 了 扫 测 度 可 料 特征 的 存在 性 . 本 节 我 们 试图 利用 
ih i) RE BY YS ep ESE AE BM BE ee Oe ee E. 

8.2.1 定理 ie M Fl M 1 AE eR R- BRE. CM") 
= P, (M) =v. E A BORA M AM Pa a) BRR. 
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FHM BRA ERE SHY. 假设 
C E) yy, 
CE) SERA fC CRx SD, 


= 
Vd ec [| Dyan | A" Cds :dy) < oo Y>, 


Vd | | frre) | pCds dy? <_co, Yir>o, 


(2. 1) 
FFA ME BH tc 0, 5 > Oo, 


lim tims?” a Lhe») J 


° if ECEE >al Cds dy) > 3| = Ü; (2. 2) 
CE) 对 任意 的 EE CRX Sy,g © COCR) > 0, 


LJ eyo” (| Faeyr) pcds,dy) 


-一 | ofl | fc „z)y(dz>) A(ds,dy), (2. 3) 


Wi age > M. 

证 明 AA MM 是 独立 增 量 的 园 测 度 , 所 以 由 定理 6.6.5 知 vo 
Al 8 CA AE RRL. 对 插 意 的 了 EE CRG XS). 

x* 一 {| AM Cds ,dz) ,X = {ls (s,2)M(ds,dx), 
Hy ae eX" A Xa ae A OX BAe TEA AN] 
oh aiy BSL. a A SP EX" FX BS BE RE BY BB ae 
w. 由 6.6 的 56. 2), FEC) BEG 

g. > gÀ, YeE€E Cr CR. 
由 (2. D 可 推 得 

[e oo lrA cam, Wee o. 
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(2. 2) 表明 

lim limsup P” Ce Tse. A > ô) = 0, Yt > 0,8 0. 
LA CIOE 

(AT), = [Jr Cs gdu" cds, dx) — [| fa)vdss de). 
这 表明 对 于 X 和 及 ,定理 4.1.5 中 的 条 件 金 部 满足 , 故 册 定理 
4.1.5 知 ">X. 因 为 FE CRX S) 是 任意 的 ,所 以 Mr -> 
M. ie EF. 

8.2.2 定理 ṣi MF MJA Ai R- BR Me 
A AERE ee BRER. 2. 1 中 的 意义 相同 . 假设 对 任 
BA E CRX S), > 0, 


Fa 

lim limsup| | | f(s xdy(de) | 

aoo a= om Oa! 4 05) 5 

* fy | afer cr) | >a } Cds dy) = @, (2.4) 

var 
则 A 一 > M 的 充 要 条 件 是 

{ ] } tr ——» tlg 

CH? HHRH J E CeCRLX Sg € COCR) Fle > 0, 

f el | Sts, x)y(dz) | &(ds,dy) 

各 A 2 U8) 5 


一 -> if. a [Aeey | Bids ,dy)}. 


证 明 ”对 任意 的 AE Ce(RLX S) ENX XK AEM RB. 2.1 
征明 中 相同 , 则 了 X* 和 下 是 独立 谱 量 的 平方 可 积 蔷 ,并且 站 没有 固 
定 不 连续 点 . 设 A A ASP XOX A BE a RHH E 
GO dy Ae AF C2. 4) 可 知 

lim limsup | 六 | sa- A = 0, Yz >00, 


HE 4.1.1 SX" xX By AR AE 
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a) EKT}, ——— LA Jis Yi 0; 
b> g. —— g. A, Vt>0, gE CHIR). 
由 条 件 (I) 和 KE), 即 得 al) 和 hb) 成 立 .证 毕 . 


8.2.3 定理 2M BIE R- Pewee. af 是 独立 增 量 的 连 
Se Dh a BES MO =u, (M) = v, RiR 


(1) ye ZE 

CI > 对 任意 的 a 计 0, NN 计 0 和 5 的 尾 一 紧 子 集 下 ， 

limp" sup | M"( {2} x K)|] >a] +0, 
并 且 {MC} < KO) aC EpC owe. | MC) X KD) # 
示 随 机 测度 AP Ce} x do EK FHS Pe, 
m M > M. 

证 明 RAe v, JHH v JEBENI. 则 

[fess ds da) =» | | #(s,2)0ds,dz), 


YWiro, of FE CeCR,& S5). 2.5) 
设 X.X". A" ARE EE 8.2.2 的 证 明 中 相同 , 则 由 52. 53 可 得 


(ATY, = f] Tis, er (ds,dxr) 
D S 


=f], f?€s,zjeucds, dx) = (M17 i o> Of (2, 6} 
HF BOWE MA gs E Co CRD, | 
BASS CT iva MC ALO, J x {lz] >a}, (2.7) 


其 中 常数 a > 0,C > 0 满足 条 件 g S<CHEMF lal a g(t) 
= 0. 


由 引 理 3.4.6 知 limP"| sup | AX? | >a] — 9 等 价 于 
lim P* CA" (L046 | p ilæl “= at) = £) = 0, Y e> oO. 
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AHA JAA | alc, sup |M" Cis} x Kl = CC， 
Pp sup | AX? | => a = P™{ sup; |M" Ciz} x Kl >a), 


其 中 | || 所 Ci 天 是 3 的 任意 满足 条 件 supP( 六 二 天 的 紧 子 集 . 
HAt IO 及 (2.7) 即 得 


gM — 0, YN>O. (2.8) 
共 而 由 定理 4.1,.3,(2.6) 和 (2. 8) 可 推 得 X > X. SE 


性 ,我 们 有 M > M. 证 毕 . 

8.2.4 注 在 上 述 三 个 定理 中 , 如果 将 Ar 换 为 
(SS 的 紧 子 集 搁 为 整个 空间 5$S, 则 上 述 三 个 定理 中 的 结论 对 
T F- WREDA A TERRE ERARE. 

由 定理 8.2.3 可 立即 得 到 如 下 推论 . 

8.2.5 推论 S = laag a), m", m” Him, 
m* Ay Fi k TALEE XH AEA a RRA 2 TE E A 
HEER, mr) = C7, inr) = C, Am" | bet = 1,2, 

"kan > 1B A” E m” BEW REA a RS o F 


上 È 
MHA) = >) m™8, (A), MCA) = $ mið CA), 
1 -一 上 i=] 
w RIRE 
(ITyCn -二 -Cr， Yt> 0, G@=1,2.+,4), 并且 


a 


lim supP*( DC > b)=9, Yi 0; 


CH) limP* CA* CLO, rx Ua) Sab >e) =o, 
Ye>0,a> 0. 
出 Ag > M. 
$2.6 定理 if M BRIE sh R- PRS. M Bee 
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江 增 量 的 正 交 加 测度 ,La 一 (MD) =  = Cf. EE 
BH BRK CS, 

[Am Cit} X K|<C, Yal, t>o, (2.9) 
U FARE i: 

CE) MZ M; 

CH) o> ue 

CH) yt oR 

iim P" AKLO] x {lz| >a >a =D, 
Y> 0, a> 0, E> 0, f E CxCR, x S). 


其 中 好 是 平方 可 积 黄 | Acs,z)aMcdsvdzy BREWER PTERA 
投影 . 

证 明 “对 任意 的 了 E CxtR XS) XX AEB. 2.3 4 
证 明 中 相同 . 由 《2.3) 我 们 有 [AX 之 C. 册 定理 4.1.3 MPR 
Hapit.: 

Cad xr“, x, 

(b>) [Rl > (XV t> O; 

Ce) CX"), > (X), 并且 

lim. P* (AF CLOs¢ | x {laj > abd > = 0, 
Y> 0, a > 0, € >Ò. 
国 些 ,定理 成 立 . 证 毕 . 

8.2.7 定理 PM aAM 5S. 2.6 中 的 相同 . 如 果 对 性 

fife > 0,1 > Om E CrX S), 


ee] 


* iy | [,f¢s-29Cde) | af "Cds ,dy > 5| = (). (2. 10) 
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由 下 列 两 个 结论 等 价 : 

C M uM, 

G 

(1) @—u, 

证 明 HERH S E CrtR, X SD XX Ae EB. 2. 6 P 
的 相 则 ,《2. 10> 可 推 得 

lim limsupP” (|æ | ssa. MV>sI=— 0, Yroo, bro. 
从 而 由 定理 4.1.4 我 们 有 下 列 投 述 等 价 : 

(a) Xt» X; 

(5) rX] 一- [X], Y E> 0. 
ce 22 49 iE. 

8.2.8 = 对 可 积 的 已 蒜 测 度 的 依 分 布 又 收 仇 ,定理 
8.2.6 和 定理 8.2.7 中 的 结论 仍然 成 立 ， 

Rt FE Beh i eS A RH BF Bee EBT OF : 

$.2.9 定理 设 邓 是 狂 立 计量 的 正 交 只 - BRE. M 是 正 
北 的 独立 增 量 连续 黄 测 度 . 如 有 果 对 任意 的 $ RETEK, 

lim P*| sup |M" {s} X K)| > e! = 0, Y N~0,e>0, 

(2.11) 

并 


且 
Z 
| | pas | JG rye) | Tt | [yrcemacass | ep Cds dy) 
P 


— D, Y e> o,f >00, 
则 Mr" Mg ERE RE ot eo. 
证 明 ”出 定理 8. 2.3, 只 要 证 胡 必 要 性 . 


假设 M e M, W] FE CRX S), 
30r ' 


[| fea Mdssde)y -全 站 readdsar (2.12) 
in ic 

x= | | fr Mds,dr), X = FÈ res,2acds,dz) 
则 X A XC ARER TEA AR HHE X 连 续 . 从 而 由 
(2,12) 知 X = X. 又 

(X") 一 | (s rdu" (ds dx), 

(X) = [pr (s,x)uCds, dx), 
页 由 定理 4.1.1 知 YN 一 0， 

sup| f e (s.x)utds.dz) — | f Fc ,zyvtds,dz) | o. 
由 于 了 具有 紧 支 集 ,所 以 

imf | P Cs mdu" ids, dz} = [| PGs, evds da). 
国 此 我 们 有 OS FE CR, XS), 

lim| f 7 (s æu" Cds ,dzry = [| AcGsaocdssdz)， 
AT EHE S SO PR At E CR X SD. SE RS OS, 


并 注意 到 | | 六 (s,)uCds dic) 非 随机 且 有 限 ,从 而 可 得 ot a 
v., TE FE. | 

对 于 可 积 的 F- BW Ra Re. 在 此 就 不 再 重 
复 . 


8.3 ”随机 积分 的 收 伍 性 


在 和 .4 中 ,我 们 研究 了 关于 半 蔷 的 租 机 积分 的 收 化 ;而 在 本 章 
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前 两 节 , 我 们 及 研究 了 蔷 测 度 的 极限 定理 ,那么 自然 就 要 提出 这 样 
一 个 问题 ;如何 讨 论 关 于 靳 测度 的 随机 积分 的 驳 人 印 性 ?本 节 将 对 这 
个 向 题 进 行 一 些 研 究 ， 

8.3.1 定理 M EEX R- 靳 测度 ,MM 是 连续 的 独立 
增 量 靳 测度 ,MY = ou", CMD = v. 假设 


oF 
C1) w—~o; 
C1) SS MERAH, 
P*| sup |M"C(s} x KOl >a] — 0, ¥ N&O, a> 0. 


mE P ELSE 12 是 实 值 可 测 函 数 ,并且 满足 条 忻 产 一 一 


Fas), (Pan: EAR M M PM, 
fealty iE PR ER, X S 的 某 一 紧 子 集 下 之 外 为 0; 则 
我 们 有 


[| PM ds da) an je 2) Mids,dax>. 
证 明 OE BRR. Ae CO. CF M = Poe 
g € CCR, X SRA s 是 一 至 连续 的 ,由 户 一 和 > 了 was. ) 


gCva.s.). 因 为 g 有 紧 支 集 ; 所 以 在 supp 8) 之 
Bh Co PO? AGY A 0. 由 于 5" 是 随机 连续 的 ,所 以 由 引 理 2. 4. 2 
我 们 有 


ff Cg fr Yr ds dr) -一 > UT cefeds.de), Yt 0. 
tu i by 


C3.1) 
对 SS 的 性 一 紧 了 于 集 玉 ,和 N 证 0, 由 于 
sup | Cf". MO Cs} x 天) | 


= sup | | Pris aM Cis} X dx) [<c -sup| M*({s} X KE), 
rN K sE 
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Fe C 是 带 数 , 因 此 由 假设 可 以 推 得 
P sup] G". MUs} X Kj > e] 


E 


< P*| sup |M" Cs) x K)| > |> o. (3. 2) 
N C 


由 定理 8.2.3,(3.1) i3. 2) 可 推 得 pM Zs fM. 

定 建 中 的 第 二 个 结论 是 显然 的 . ES. 

在 定理 8.3.1 中 ,{ 产 },s; 有 一 致 的 紧 支 集 的 要 求 是 相当 强 的 ， 
”下 面 我 们 要 把 这 个 条 件 减 弱 ., OK, CK, Ce ES 的 一 列 单调 递 


ie Ty HE A) UK. = S.F H K, C. nn l. 
8.3.2 定理 i AM A MM HE 8.3.1 PH 


EL fC 下 是 一 致 有 界 的 实 可 测 函 数 . 如 果 产 一 > Ku-e.s- )， 
和 开 百 立 ED >O, 


lim limsupP"| jE (s,x) cds, dr) => e) =}, 
(3.3) 
woe 

ih] F.M — f.M, FF 

A" 全 | [FG Meds dx) 

Z (| Fcs,n9Mcds,dx) =X. 

证 明 同 定理 8.3.1 一 样 证 明 我 们 可 得 M 一 <> f.M. 下 

面 我 们 只 要 证 明 第 二 个 结论 成 江 . 


Bak PL ERs wee. FARE 
ix SQ Se Ex, > Š a l. 


E 
X= = [f nn G, oM Cds dr), 
Of S 
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X* = [| mf Mds ,dz). 
SEA 2 1 SE 2.4.2 我 们 有 


(Amt = f| Eo CITY isr) Fe Cds,dr) 


> | | Tase) Pods de) = (X*),, Wir 0. 
因 CA) TC > tt BS FE A CX? SER PL, Bd to st REE 
cxty “2 xt), YR I. (3. 4) 
È n " £ 
Pr| sup| AX; | > e! <P [ sup | M") x Kae) |> ar 
WY No> oO, e€> oO, 
Br es 


lim P*{ sup | AX* | > e] = 0, Y N>0,6e>0. (3.5) 


Yh ibis AX] < CORE A. 1. 3,03. 49 AICS. 5) ETS 
xe, yk (3. 6) 
由 Lenglart 不 等 式 , 对 任意 的 上 盖 0, SC > OM N> O, 
P(sup |X, 一 Xi] >e) 


a A 
Sa + PLL f Pee etd dx) > ò| ， 3.7) 
P*(sup | X7 一 X;| >e) 
a ~ a 2 
Spat pi | oF (sya) |e" cds dr) > a) . (3. 8) 
Alay f © 天 ,所 以 由 43.7) 可 推 得 
Xt + x, (3.9) 
由 假设 (3. D Re>o, 8 > OER. RNA 
lim limsupP*{ sup | Xe — X" |> e) = 0. (3. 10) 


SOS 


故 由 (3. 6) (3. 9) 和 (3. 10) 可 得 Xe > X. 证 毕 . 


8.3.3 定理 BER M.M, S ASSEM R8. 3.2 中 的 相同 ， 
但 把 条 件 53. D’ 换 为 


lim limsup{|f"€s,2)|: OsEN ,TEKS—0, VY NO, 


(3.11) 
定义 


K = | | pcs. 2 Mids dz), 
i 
X" = in fs, cM ids, de), 
Oo! SA, 
an FR 
lim limsupP’((X™), > <4) =O, Wt>o,e> od, (3.12) 
Site M A M Wp Si SE PE 8.3.1 SRE ET 
Xr > [f f(s,2)M (ds, dry. 
of 4 


证 明 ”这 个 定理 的 证 明 方 法 和 定理 5. 2.5 的 证 法 基本 相同 . 
这 里 仅 写 出 主要 的 步 又 . 
设 p 和 定理 8. 3.2 证 明 中 相同 ,对 任意 的 荆 半 0; 定 义 


T 
= | {Ean 一 gr rs rr ds, dx), 


Ye, neil 
各 


a= | {Tate — (a) ] fits, x utds,dx), VR 1. 
Ou: 
Ep 
FB Eg i uv ——— v n4 


F 
Si— ra NH oo, Tkl 


AAFJE 2? Bre 
Stas = in FCs a )utds, dx) <I om, 
k=t oS 
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从 而 由 引 理 5.2.4 AFETE k Shy eee lk, > oo, EB 


lim limsup?*( Ste >e]=0, Ye>o, (3.13) 
并 且 

Sa Da, n o, (3.14) 

k=1 天 一 1 


WA Gr) = Pax, C2). AP Gyr) = FG) 
-= PAU Cs 2). ES 
Wp = [| [APDM ds,dz), 
el 


yY" = [| Ac wo Mi ids, de), 
in [Fens ya) [Fer cds dad 
ow SA 


m 十 上 


= MECS Cr) — Cry JEP CG, e cds edz) 


È 
< >i 
点 二 mm 
(3.13) XRH Y e > 0, 
lim limsupP*| (J [FD Cs ya) lee" (ds dr) > Ej = a. 
四 oee aoo OU SK 


(3.15) 
E1 m A k’ AA 
| (Wh, — Xh! 
|W we XY 十 | WO XX, | 
L WO XW — XP CXR — Xm? 
3 


< 2 Da | Sh g), 


业 一 十 一】 
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所 以 由 (3.13》 和 (3. lO 我 们 容易 推 得 
lim limsupP”( | (W*), — (Xa | > = 0, Ye>o. 
(3.16) 
(3.12) 和 (3. 16) 表明 
limP"*(¢W"s, >e 一 站 是 D. 


由 此 即 得 W" -> 0. 利用 定理 8. 3. 2, (3. 15) 可 推 得 
yr» LESS ,XIM (ds dx). 


ae ae ee [ [fs 0M Cds dx), HER. 

8.3.4 定理 R M EBRES R- 部 测度 ,1 是 连续 的 狸 
IIA EH EZD CE] ee CD = oy = (2)? EAE 
意 的 紧 尘 天 CS, 

IMC xX KY| EC, Yanl, >O (3.17) 


mE E LS, f © L 是 实 值 可 测 函 数 ,并 生 户 一 人 fCv-a,s.)， 
(Phan 一 致 有 界 , 则 下 列 叙 述 等 价 : 

C1) fi M.M, 

CH) CF")? ge =} fu; 

Ca) OPO > Pu, 并 且 对 任意 的 z>> 0, a> 0, e> OFS 


= KR 本 二 六 S), 
limP"( HAO] X {xr| >a) > e) = 0, (3.18) 


H P Wy me we | S Cs, 2 TM (ds dx) H Bk iM BE g BT 
料 对 偶 投 影 ， 
HERR AAL A = ee, Me) = CD, OF MD 
= fv, mAwiteeafme K CS, ERPS ha 一 致 有 界 , 由 
(3.17) 
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[Pra CE} xX KP SC’, Vnie1l,t>o. 
所 以 由 定理 8. 2.6 即 得 定理 的 结论 成 立 . 证 毕 . 
8.3.5 推论 ik MM PS ff Pe 8.3.4 中 的 条 


件 , 如 果 pr 一 0, 则 .Mr SM, 

证 明 Ha > fas. OP ie 一 致 有 界 , 所 以 CY? 
D fwa. s. ). 对 任意 的 gE Cx CR, X S), H g 的 一 臻 连续 性 知 
gY > gP ua. s. ), HIER Ssupp (lg) Sb oP) Al af? BH 
0. 由 于 "是 随机 连续 的 ,所 以 由 引 理 2. 4. 2 知 

{| gc ds,dz) -一 | | erocds,dz)， Yi 0. 

从 而 有 


[| gery eds,dr) -一 [| gfrvtds,dz) 
l 5 L 5 


Hr CP) 2 一 > Pv, 由 定理 8.3.4 知 e M 一 f, M ES. 
8.3.6 推论 在 定理 8.3.4 的 条 件 下 ,; 如 第 { 产 },.。， 和 
{Cf}. eR FEA CEO E Liye. | E Le, WF 
述 等 价 : 
rie 
C1) FM F.M; 
a 
CI) pu; 
(I) wr su HEALEY t> 0， a>O,e«>omMmyfe 
CRX S), 
fim P"( Aa Loe] x {|r| > aD > el) = 0, 


RPA Er ay BURR | 产 Cs,z)Mecdsvdz) BIBEI ERI BET R 
投影 . 
HERR 和 由 定 惠 8.2.6 知 C1) 和 和 CI) 等 价 .推论 8.3.5 可 推 得 


309 


(TI > 人 TI) 因此 只 要 证 明 5T =C h. 

假设 (1 ) 成 立 , 则 由 定理 8.3.4 Coys > Po 因为 
(Pin 一 致 有 界 , HA PO fas, 所 以 (1) 1! 一 
FO Gora. 8.) MTEC? EE fo Pua. s. ) 和 推论 8.3.5 的 证 明 
相同 ,我 们 有 

CPP oe fo OP, 
即 er 一 ~ vw. 证 毕 . 


8.4 随机 微分 方程 的 稳定 性 


本 节 中 ,我 们 研究 如 王 形 式 的 了 跑 袖 微分 方程 的 稳定 性 : 
X" = Xi + f [an(s Xr 12M" Cds doe) 


十 [| Gs, XE rds de), (4. 1) 
Hp M EZA] R- BO BE.) = an SEa y) AG, Cs 2 2) 均 
WOR, > R 上 的 可 测 函 数 . 
8.4.1 定理 设 好 是 连续 的 独立 六 量 的 正 交 萎 测度， 
= v, H. 
CAD 一 > vw, 对 任意 的 :> 0, v([0,1] X R < oo; 
CAD SHEHI: > 0, Lot] X R) < oo， 
lim limsup P" (e (L054 ] x {lr > ND >) = 0, 
Ye>o, 
FF EL 
sup |M" Us} X R)| > 0; 
(Ay) 设 ants Ey) = .€5.0)0,Cy) TEPER REC > 0 EFF [an | 
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=. C, |e, | = C, leni a C. X É E als, E, y) = Hls, 


vty) lss y) 使 得 fa > 1) 淇 是 条 件 (L),v, 一 > vw 
(ora.s. )， 并 且 对 任意 的 (szy) E RX E, RE PUR Gr, 
y 的 序列 (Cs Yad ba Oa Sar Lao Va) > GCS yay); 

CAD 随机 微分 方程 


A 一 Ay -+ | | acs Xa) Mds ,dr) 
D 
十 (| bis, X, vds, dz) (4. 2) 
tuo R 
有 按 分 布 唯一 解 . 


如 果 :一 > X,, Wu) X°— > X. 其 中 里 是 方程 (4.2) 的 唯 - - 解 . 
证 明 ”对 任意 的 N > 0, 取 连续 函数 fe 使 得 在 |z| ENE, 
fer) = 1,46 lx) > N +i Efn) = OF fo) = 1A 


v e v, BEA HB AS V >o, 

| f Sn (ds dr) L F | cepecdssaz， (4. 3) 
由 oCo] X R) < co MRE lime Co, X {lzx| > ND 一 9, 从 
而 我 们 有 :Y 1> 0,N 一 cc， 

KEO] x R — {| vcmwcdsdz) + 0. (4.4) 
HAAD FETA SV T > Oo, 
sup| | E — fula er (ds,dx) > e| 
< lim limsupP* <0." x {lz) > NJ) >e) =0, 


lim limsuplP” 
ie o Woon 


(4.5) 
HH 4. 3).(4. 4) 和 64.5) 可 推 得 


ro | X R) > ecfd,e| x R), We oO. 
on 


oil 


Y” = | |. CS cM" (ds, drt), 


z= j b (s, X", r)v"(ds,dr)}. 
R 
Dal Ay 
CY"), = F f ates, xr curds da) < Ci fost] x R) 


Riv CLO.t] x Rha 连续 胎 紧 ,所 以 由 3.4.3 知 {Y"},si 胎 紧 . 由 于 
sup |AY?| S C sup MCs} x Kl, 


条 件 (4:) 可 推 得 
ESRIAT >e) = 0, Ve>o. 


BS CY" bac FRE SE AG RE. ee eH PE JX" = XG, ¥*, ZO de 是 
连续 胎 紧 . 

SK = (Xo, Y, Z) EX") FH PRR OW X = XD + 
+ ZARE CX" be A Pa. 下 面 我 们 要 证 明志 的 分 布 是 
由 方程 (4. 2》 所 确定 的 . 

BUX} ao 是 {XX*} 的 依 分 布 收 和 侣 于 所 的 于 序列 ,为 了 书写 
AE, RJE m = k. 由 著名 的 Skorokhod 定理 ,我 们 可 假设 控 
Skorokhod 拓 直 ， 

(Xs, Y", ZO —> (X, Y, Z), as. (4, 6) 
H RHEA 和 所 的 连续 性 ,我 们 可 推 得 对 任意 的 人,z) CR, XR 
AE BUA Fs) 的 序列 s,s E RX R, 

limb, (Cs, ,XC — sy ) = bls, A,’ £). 

人 Sas) = BSH sr), gisa) = blss Rr) WU a.s. w 


CO, RA g, 一 gva.s.), 辐 此 由 引 理 2.4. 2 我 们 可 推 得 按 
Skorokhod fF 


| | gz ds,dz) — | | gz)vds, de). 
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SECA, 和 (4 可 推 得 
lim limsupP”| {J ae Ca ju" cds, de) = = 
Nm neon Oat |r| >M 
一 一 0, Y È T> Da i T 0, 
因为 owas.) PPLE SH 8. 3.2 我 们 有 
Ff v (DM (ds dx) A vr) Mids, dz). 
ÙJ R ou R 


LAKIER a> Laf | o (oM ds,dx) BRIBE FF 
所 以 由 定理 4.4.18 知 序列 (| oz)aMtds'dz)} RAHE 


ù tht 
UT. Husu n > 1) MERO AARE 4.4. 26 我 们 有 
Ff AnS A x MM" ds rd) 一 [| als rA, ryMids,dz) 
U R GJ R 
H Skorokhod 拓扑 把 立 ， 
HE, RIAS Y 一 | | a,x. x) M(ds,dz) 2 [| acs nP: 
x)utds dr? s HT ed 7 


A = Xa 二 [|| als, X o Mds. dr) 


4 |_| DGX. zws dar). 
定理 证 毕 . 

8.4.2 定理 i M A MHAR R- EME. CM 
<, (M =v, JEE M Be. io" a BA AM 
Wk) BE gg APSE ER. 假设 

al 
(B) v 一 一 > vu, 34H. 


f | vds ,dz) < æ, uEiE} < RR} =, Yt >D, 
tat R 
(B,) 存在 5 > 0, ERAEN] t >o, 


ola 


supE"| | jar [Pt Pe Cds da) < on, 
rt ol R 
in E | zycdz?] tds,dy) 
Gat Epi] H i 


ND a | zycdz| aids dy). 


(By FETE RR C > 0; 使 得 
lan(5e2 | S Cly] bs | SC. 


4% 72 3) Ml pRB a Geyd ,使 得 对 任意 的 (5, 工 ,3) CR, xX RR 和 任意 
We SAC sae) 的 序列 (ro POR 
Rahina Zn -* A,r), 
Ae ist &(seryy) = uisa dwu oD, FAS ED) A p OY b,a, y) 
= us, roly), 使 得 序列 {wwwsn D 1) 满足 条 件 C7),v, 一 > 
ula. s.) 24 lx} > K Ff, |e,(2)| = 二 0, 其 中 下 为 常数 . F 
(By) MEULI A TE 


A= a 十 [f as, A ,XINM Cds, dx) 
CJ R 


十 FI gc, xX. vds dr) (4. 7) 
存在 按 分 布 的 唯一 解 . | 
te Xe X,Y XX, BEX OY RECA. 7) 的 唯一 解 
证 明 HAREGO ACB, ,容易 证 明 对 任意 的 上 > 0， 


in} xu (ds dz) -二 > K rulds,dz) (4.8) 
ow = oa 民 
ER 


v((0.t] X R) —> vcot] x R). (4.9) 


令 


gid 


Y" = REZE AT aM Cds sda), 


gn fi bG Xmu ds ,sdiry), 
Hut R 


Y" 一 Í zA (ds.dax). ti 一 If u'ids,dz), 
od a JFR 


MH C4. 8) 和 (4.9) Se AB YO bed FI Z ot 都 是 胎 紧 的 . 因 
Al 


ye, = in atts, X” xu" (ds. dx) 
Gal R 
< cf] xer(ds,dr) = C20¥*),, 
of R 


Z- zg loos yx) |ur(dr dx) < CEZ — Ze, 
YOss mt. 

所 以 人 的 满足 Aldous #44. 利用 
Lenglart 不 等 式 容易 证 明 

lim limsupP"| sup | (CY, 2, Yr Zn | = r) = 0, YN >Ù, 
AE OZ, Y Zh ABR. SR — Xa’ Y,Z, Y, Z) 是 (有 
= (X pY Zď’S Y ZO ha: HARR Sin X = X,+ Y4+ Z, Ny 
X RE {Kj BORE OA. Fei E X SRA EA. n 的 
解 . 

不 失 - 一 般 性 ,我 们 假设 "一 一 > 下 ,由 Skorokhod 定理 ,我 们 可 
以 假设 

CXE X,Y", ZY, Z —> (XX, Y,Z,Y, Z), a.s. (4.10) 
YE Skorokhod {hth v. (4.9) 表明 2 一 [| veas,az). 由 假设 条 
(ECB, Fl 

Py, | | xvdssdz), Vitro, 


$25 


定理 4.1.5 可 推 得 

y= | | car cas dx) Z, | | zaMcqs,dz) =f. (4.11 

对 任 一 满足 54. 10) KW @ € nR, ELO, co) 到 [0,oo) LAP 
PP Tg see SE AT 二 Cw) tn DS 1) ,使 得 

CY" oo AR, Y"™ o A, Xo At, AD) — CY... Y,.X,52) (4. 12) 
E R HEPA A RE ERR. Rocs' os? <te MOSS} 
L L 人 分别 为 了 和 7"。 如 的 不 连续 点 ,并 记 

ut = AY,, ut = AY*> aa, nk, 
则 

Y= DAY o R = ala, KR" o A th), 

Ra Ns Í 


Y, = S'als, Ap sH), 


È: st 


Y"。A = Sia, 


ashe 


Y, = Shut, 


Biss 

十 面 两 式 与 (4, 12) 合并 我 们 可 推 得 当 n HHA SH SRS), 
a a= ee) 

yee u*, n — oo Ch DS 1), (4.13) 
所 以 对 于 充分 大 的 ”我 们 有 

YF" o a = >> a CA® , xX" ° Am 42k), (4. 14) 

kys sce 

因为 (4. 12) Pease RL REAR Ke tS TE, 

Xo Ah — Nu_, kel. (4,15) 
(4.13) 和 (4. 15) 可 推 得 

(Ame, X70 AM seh) —» (s* Xo ,u'), & 1. 
TREED 可 推 得 在 R, 的 任 一 有 限 区 间 上 

JIG 


一 


k aft 


— Sr or. EE YY, 
MERA nl 1. Fn = 0,|y| >k Ruola. s), 
所 以 我 们 有 


- fn al i 
j | vo, (yur Cds ,dy) <f uCyutds, dy). 
ow 要 Ù E 


从 而 由 条 件 (B,》 MBO MEREN SS | wwds,dy)) 满 


aI 


足 Jacod 条 件 ,因此 {| | vcy)wds,dy)) ”具有 性 质 UT. 由 推论 
4.4.26 E (ustinn cl} MERO, RIE 
fF | un ss X7. Jo, Cz (dsydz) 


-二 REZE „Är Juda jutds,dx), 
Hp 

z -eZ = | | eG. X,_.2.vds.dz), 
定理 证 毕 ， 

8.4.3 注 ”如果 我 们 犯 | c.Gs,X?_)dA? 加 到 方程 (4. 1) 上 ， 
即 赦 虚 随 机 微分 方程 

Xe = XX: + | [ ere. Xs aM Cds dx) 


+ F [bX ,x dssdz) + [ets Xt ds, 
其 中 A” RART el FFF ARS 
CIO ERA tS OAT A, A ERR 
A, = ü; 
CH) HEHn E RX R RERA TF rd) 的 序列 
J17 


(sas a) © RIX R, D1). calsa) ~ elser). 


如 果 我 们 把 | cts. X dA, 和 | | cls, XA A, 分 别 加 到 方程 
《4. 2 和 (4.7》 上 , 则 定理 8.4.1 和 定理 8.4.2 中 的 结论 仍然 成 立 . 

因为 证 明 的 方法 此 估 ,所 以 此 处 吵 去 证 明 . 

下 面 我 们 给 出 定理 8.4.20 THA. SB Tee oe 
$e BES [ra] eR. 

设 工 是 满足 下 述 廊 程 的 实 值 贮存 过 程 

Z,=Z,— | rczoes 十 | _ FZ, 2 Nas yd), 

其 中 Nids, da) 十 取 正 值 的 Poisson 点 过 程 的 计数 测度 , 即 N Cds, 
dæ) 为 Poisson TRA DEH ,并 且 与 Ze > 0 thin. N AAT 
HEI N ids, dr) = dsdeo(x). 假设 下 列 条 件 成 立 : 

(C) r(*);[0,0) 一 [O,00) FE CO, 0°) 上 连续 rt) = 0 并 且 
r= lim (x) <I ox, 

(Co f 2 R bass fi TW Re. 使 得 对 任意 榴 世 全 0， 
limf (zyu) = ge) 存在 ,并 且 oe) FE PS EE PR A 
lim g (u) = coe las = int {yg (y) = u} > 则 | 
fg aD 1 


nooo 


并 日 存在 常数 天 > 0, HESH] r 0, u > O, flr, 《BE 
= Ku. 


(Cy) 存在 两 个 正 序列 (or ALB} 满足 条 件 oa -> 0°58, 
一 oo, Ff H o/a 一 1; 使 得 


oF 
a,u(dg—1(8.7)) —* u,(dz). 
存在 8 六 0,484 
| uldar) < ceo， | srcz?ocdz) < 一 oo, 
Co 2) O 
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8.4.4 性 质 ”定义 
h(x) = [Fez uuu — rer), 
u= J govedu) — F, 
i 
+t H iBisinfAta) > OW 


lim +f | 中 Cr — u Jdr = d < om, 
7 Ü 


记 X" = g iZa — t], TERE CD 和 (Cs) 下 ,我 们 
al 
有 A7 人 X, HP 
X, = [Fe Ñ (dsid) + 13d, 
N, EI RIHAR E WN, Cds ,dx) = dsus (dx) #4 Poisson 点 过 程 的 


跳 测度 ,NN。 = Ne 一 No. 
证 明 ”容易 证 明 


a O l 1 af B . 1 Mes) 1 k 
X: = Zot zl. CACZ.) ~- uds +| | FIXI + aus. 


go TD N Cds dg Berd). 


少 


Mids, d) = N Ca,ds,dg 109.r)7)， 
Mids,dx) = N,(ds,dx), 


Cals = 1, A = race, — g lds, 
nd 


要 + fega + e,us,@ (HY)), 


cis, r) = 1， A, = itd, ALS Eyy) = y, 
E a Mo’ = ut, ut(ds,dad = awldg Bads, M) = D， 


D5cdsydz) = dsn (dz), 所 以 由 条 件 (C) ,我 人 及 -> oA 
sig 


| eds, dz) = | | 2te.cdxrds = o, Wr o, 
0 
Mw 
Ef | la lst (ds dz) 
Oo. R 


= Ef | vcdg™ (Bx) dds 


-= |- gt(ywuldy) <0, Yr:>0, 


从 而 我 们 知道 条 件 CB1) 和 (CB,) 成 立 . 
关 汶 对 任意 的 (5, 工 ,，Y) zE 0 六 和 性 一 Wr Bit FCs etsy) 时 序 Bll (5.52, + 
4, ER, 


nEn 十 Antis, = a .| Et, -+ usn} 一 OO, 
FT EA 
lima, (Cs, Enya) = lim Bayt Box + Atsa g Cay)? 


= y = als, z, y). 
RECE) ARAL. 


Py > N ABES. 1. GN" > No. 由 条 件 (C3) 
Al 
Es f fanaran 
从 而 对 任意 的 & € COCR, 
v= g| | 2necis} x dz) 
会 


一 - 24 g| | zNocts) x dz) | = 


由 于 VAV RENGE, H V 没有 固定 不 连续 点 ,因此 ， 
sup | (VT)? 一 V?|—+0, Wir. 
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HE, 
aye 一 jÍ g| | x»Cdz)} eds,dy), 
OA nt {0.003} 0 


Yr = Al g| | zycdz)} atds,dy}, 
ee a 


HH a” A a 4) I M 和 好 的 跳 测 度 的 可 料 对 个 投影 , 故 条 件 ( 五 ,) 
成 立 . CB.) 成 立 是 邱 然 的 ,因此 由 定理 8.4.2 及 注 8.4.3 知 本 命题 
成 立 . 证 毕 . 
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‘Hilbert SAMAR 
的 极限 定理 


前 面 霄 们 已 坚 研究 了 Hilbert FH] *ERHRE Eee 
Hilbert = [a] (el $ id AF ay HE M. 区 A EF oH 
Hilbert 室 间 值 鞭 调度 的 极限 定理 . ERIE 


9.1 定 巡 和 基本 性 质 


91.1 ENX Wer Ss" P,P aoe SP) ep 
Pe i ry EE SS fe). OT) AS) AE ARR", Me 和 AY a] 
SAA By Scat ea EA Hausdorff 室 间 号 上 的 再 - (ee. ee Ar 


far aa ie M IA M as. Lf, a ea Ee CLR, 
“ 5), 


Pa F i = j : 
| | Airi" Cds da) — | | ea Mids de). (1.13 
可 Do oF "E PE 


BW EF FE ie a E ERA ELA e R (a 9 
ar? 


收敛 的 有 机 竺 合 . 
类 似 于 定理 B. 1.5 EA. TS oP eB: 


91.2 定理 iz M M ty A Bp RRE 22 PR M) 
= (AP) = u, 

C1) Eiz 

lim limsupP” "(LON ] xX SD > ad = 0Y N&O, Cl. 2) 
FERIR X SE PS FA ERI Aree Ae R 
们 有 H'- {eRe 


" . 1 a 
on Ta, (82M Cds dx) sey) | La, CDM Cds, dc) | 
Ow D oe a F ! 
SR) 14,6. Mids dads] | I Csr) Mids, dz) | 3 C1. 3》 
folis Ow A ' 
fe 
刚 | Af ——» M. 


CIO (REE M 一 > M. iB Anina 是 小 FEN EE H 
满足 


lim iel A D > 6) — DYE >D c1, 4) 
fat 
lim limsup?* W (An) > €) = O,We> 0, (1.5) 


Mt o- 连续 值 A RIA 

[S GM Cds da) Z, | | Tacs x Mods dz) (1.6) 

cH th ce BES Ty a Pa Ei. 

9.1.3 PE UE M 和 MM BR ee A PI H-A 
WE, M 连续 . MEO. 2.1. 4) AO. 5) 成 立 , 则 M" —> M 的 
充 要 条 件 是 对 任 一 广 连 续集 A. C1. 60 DR. 

证 明 Hie 8.1.6 的 证 明 类 似 ; 故 略 去 ， 

对 于 局 部 可 积 的 H- 值 蒜 测度 的 极限 定义 ,只 要 把 定义 9.1.1 


aad 


中 的 让 EE CCR, XS BRAS E CCR XS) HID]. 如果 将 和 定理 9. 革 .2 
下 推论 9.1.3 中 的 二 连续 集 列 都 限制 在 紧 子 集 内 ,由 对 于 局 部 可 


FARR APS) ,定理 9. 1. 2 及 推论 9. 1. 3 仍然 成 立 . 有 兴趣 的 读者 可 作 
为 练习 . 


9.2 H- 值 轴 测 度 序列 到 独立 增 量 
EH RE POEL Qe 


Aes FE TE 7. 2 PAR. EBETE - (By S| 
RL BT ETE H AE THe ae BE A) $8 A - 

9.2.1 定理 HM AM ARH H- {ERM E, M 
=r, {M} = v, E A PORE MAM AER a Re 
af EREA ESE Ee A a 8 BS E. 

MRE Mi 0.8 > OR FE CURLX SS), 


T z 
lim timsupP"{ | | [J Sr? | 


Oo) a £5} 


Trend f >a} Pas dy) > a) = 0, 
(2. 19) 
— 上 
WEF i SE RiP PE. RITA MM. 

< I 5 Fi *, is 
CH) AHE r E CGR, X SF © Cy tH’, > Oo 

j sE | fo. x)y(dx) | Ards dy? 

Pai 
- g| (| Fady de>] Ads, dy). 
of ASG i 


证 明 OG ky AY ee 9 eB r EB 7. 4. 2 
ste #0 8 t AIEMIAL. 对 和 7 E GOR Xx $), iE 


X" = [i fts n Aids, de), X = (| Fisz) Mids, dr), 
RE af 5 


sad 


则 X AX dg A EDP OY a RR RX ER A PEE AG] 
Jh ue Hg Bek el EE. EA" A A SP a EX" AX A EEE TA TE 
E ABRAIO) 及 7 了 7.2 的 (2.32: 我 们 有 


P 
E. A pp.A,, yi> 0, g € Ci; CAH). (?. 2} 
Ha AEC 1) 可 推 得 


CX") = 上 Pts sxry vr(ds.dx) 
re R, 


lh > | Fes,z) vids dz) = €X). (2. 3) 
ar & 


(2.1) BAX" 满足 
lim limsupl"{ | x ii "T, l x || seat Ar > y) 


= ğü, 如 了 0. - C2. 43 
cal 
由 (2. 2),(2.3) #002. 4), AY ER 4.2.7 RIA Xe AOS 
E CR, x S) HAERESI M" 一 > M. 证 毕 ， 


9. 2.2 ”推论 ”假设 4 .好 和 定理 9.2.1 相 问 ,并 昌 EE. 
MRP SU ZRF ARIE : 


[ET > 对 任意 的 ED > O, 
limP*{ sup | Ag Cis! x S$] o> ee) = ü, (2.5) 
其 中 Meb} x S)| 表示 在 - 值 随机 测度 Mis} x dz) 在 $5 上 的 
全 变 差 , 则 ae > 4. 

证 明 ”按照 定理 9.2.1, 我 们 只 要 证 明 9. 2.101) Wear. ae Sf 
ECAR, XS). MX LX Ha SEM 9. 2. 1 的 证 明 中 相同 ,由 以 
的 连 线性 知 关 是 连续 的 . SEA g € Ct (8H), 划 存 在 常数 a & 
C, {h {h 

B- At < CFs yay gts Ap = CAG O.z] < d | a | o> a}. C2. 6) 


aga 


由 引 理 3.4.6 我 们 知道 limP"{ sup | AX? |} = a) = 0 等 价 于 
lim PEON] x {lel >a >eo=0, Ve>o. 


(2. 7) 
Me 


P*| sup | AX? Il >a] < P? supC | M"C{s} x S}[ > al, 


(23. 83 
Beep | FEC, Aa. 69.02. 7) 02. 8) RIS g. OY 
== 0,80 9.2.10 1) 成 立 . TEE. 

FE il Fe 11 FB THE eh ae et BT] RE] a ee BE. 

9.2.3 定理 i MA MA) AA RIE 32 ih oH ee 
eB MM Be EE AO) SH FM) = Pa Poe A 
Me A M RE RR BB BBE. WREE t > 0 和 任意 的 
f EE CCR, xX $), 

lim timsup [| -we 

7H} | [Fc eedan) | >a } ttds,dr) = 0, (2.9) 


则 在 直列 条 件 成 立 的 条 件 下 ,我 们 有 M" > M. 
( I 3 ue r ts 
CH) SRM te > Oe E CICH) F E C,CR,x S), 


ff el | Fes x)y Cdz) | ds,dy) 


— f foel fosado) pasa 
证 明 “只 要 诈 定 理 4.2.2 代 替 定 理 4.2.7,， 和 定理 9. 2. 1 的 证 
明 完 全 相同 ,我 们 可 知 此 定理 成 立 .证 毕 . 
9.2.4 定理 H M.M 和 和 定理 9.2.3 中 的 相同 ,如 采 和 不 
CEE RG > 0, 使 得 
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JA*({s} x Sh} lb, Ys>O, nl, (2.10) 
并 且 
supar Tt Ot] x 5D < on, Yro ag, ¢2. 11) 


则 M -二 M 的 充 要 条 件 是 条 件 9.2.30 I .tI 成立 . 

证 明 ”出 定理 9.2.3 知 充分 性 成 立 . 因此 我 们 只 要 证 明 必要 
性 , 根 设 M -二 Ad, 对 任意 的 卫生 CR, Xx 5), 令 

X” = | | Fes, Meds dx) oa [| Fes 2 MCs iar), 


则 xX" AX 49h H- RA ER PST RRA X RAE 
eee A. (2.10) METER RK a > 0, 使 得 OP AX | <a 对 每 个 n 
> 1 成立 .而 (2. 11) 可 推 得 对 任意 的 上 全 0 ,supVar(«X"),) < cc 


因此 出 定理 4. 2.6 知 
(a) (X") — LX) HE DUT 的 JH) 中 的 Skorokhod 据 扑 成 立 ; 
(by g A — gAs Vt>o, gE CECH. 

Bers a A A Sp Bi XP OX BS BM BE H P RAHA T e. 
(a) Fe AH 


rf Ed 人) fy. (| srt} utds,dax), (2.12) 
Dat ¥ th! 中 
Abbey om fe CCR XS), 我 们 有 
[| Fis æ) weds,dr) TA, [f fcs, x) vids, dr). (2,139 
ue Ga! & 
对 一 般 的 让 EE CLURL x SDR Soe SO AP 利用 (2.137， 


并 注 意 到 v 随 宙 连 续 即 得 (2. 13) SE — HU FORE. 从 而 用 一 >v, 即 
9.2,3C1) 成 立 , 由 <b) B7. 2 吊 的 (2.3) 式 可 得 


tel | Gayda) a Cds dy 


— y fJ ,al | Fo ,Ty (dx) | Beds ,dy). 
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HS A 2 FERRER] SI 9. 2.30 E) 成 立 . 证 毕 . 

9.2.5 推论 EBR 0M 和 定理 OD. 2.4 PHM 
连续 . RUE EE TE HY b > 0, 使 得 (2. 10) 成 立 . 如 果 (2. 11) 成 立 ; 则 
M -> M 的 充 要 条 件 是 

ar 
CT; 
CHOVti>o0,>oR fe CCR, Ss), 
Ot X {Ila || > at) +o, 

ROP ap sey AEUR | f(s,x)M"Gds,dx) 的 跳 测度 的 可 料 对 个 
授 影 . 

证 有 明 和 推论 9. 2. 2 及 定理 9. 2. 4 AEN SS eS. 

Set Fay BAS ay AR a] BF EB A SS 1) ee ar ,在 此 就 不 再 重 述 . 
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